Interpolare.

Fie o functiereala £ : [a,b]—R, cunoscutd numai intr-un numar limitat de puncte
numite noduri, (ansamblul acestora constituind suportul interpolarii): X1 , X2, ..., X prin
valorile £ (x1) ,£(x2),..,£ (%) .

Vom aproxima comportarea functiei in afara acestor puncte printr-un polinom generalizat
de interpolare, de forma:

P, (x) =aju; (x) +asu, (x) +..+au, (x)

in care functiile liniar independente

u; (X) ,u2(X),..,un(X)

sunt cunoscute si constituie baza interpolarii.

Aceasta poate fi formata din functii simple: polinoame, functii trigonometrice,
exponentiale, etc.

Determinarea polinomului generalizat de interpolare (i.e. a coeficientilor ) se face,
impunand ca pe suportul interpolarii polinomul de interpolare sa coincida cu functia £.

Pn(xi)=£f(x;) , i=1:n conditii de interpolare

Conditiile de interpolare conduc la sistemul de ecuatii liniare

zn:ak : uk(xi) = f(xi), i=0:n
i=0

U.a=f
U;; Uy, 0 Uy, a; f1
u u --ou a £
21 22 2n 2 2
unl un2 unn an fn

Cuuss=uy(x;) , £:=Ff (x;)

p(x) = z au,(x) = u(x)a = u'(x)- U'E = 17(x)E

176 = ) - 0 = o, () w0 w0 = L) 1,60 1, ()]

n

B(x) = Y L,(x) - £(x,)

k=1
1,(x,) = o, ik
lk(xk) =1.
Pentru baza polinomiald u, (x)=1, u,(x)=x,..,u,(x)=x""

Functiile 1, (x) sunt polinoame de grad n-1, curadacinile x;, i=1:n, izk:



L) = [ 2

i=1,izk Xy X;

Polinomul de interpolare poarta in acest caz numele de polinom de interpolare Lagrange
si are forma

&®=§$Jlﬁi:i

i=1,i#k Xy X;

Sistemul determinat de conditiile de interpolare este

zn: ay - x:_l = f(xi)
k=1

2 n-1

1 x;, x; - x| a, Y.
2 n-1

1 x, x;, - X, a| |Y
2 n-1

1 x, x, - X, a, Yo

Acesta are determinant Vandermonde, care este nenul daca punctele sunt distincte, caz in
care sistemul este compatibil determinat, cu solutie unica, ceeace implicd un polinom de
interpolare unic.

function a=coeflagr(x,y)
% calcul coeficienti polinom Lagrange
x =x(:);

n = length(x); % grad polinom n-1
V = ones(n,n);
for j=2:n
vV(:,3) =V(:,3-1).* x;
end;
a=V\y;

Alte forme ale polinomului de interpolare Lagrange

n

n(x) = H (x - xi)

JOEDW 1 [CEENCREY | [CAEEN

i0X — X, 1 is
lk(x) = H = : :

oy, X, — X X - X

n
, i k
izk * H (xk - xi)
i=1,
1 n(x) ik

4
X = Xy n(xk)

lk(x) =




function b = Lagrange(a, x, y)
% valoare polinom Lagrange in a
$Intrari:
% a = abscisa in care se cere polinomul
g x abscisele celor n+l puncte
% y = ordonatele celor n+l puncte
%$Iesiri:valoare polinom interpolare in a
n = length(x); % numar puncte
b=20;
for i =1 :n
prod = y(i);
for j=1 : n
if i~=j
prod=prod* (a-x(j))/ (x (i) -x(3)) ;
end;
end;
b = b + produs;
end

Complexitatea metodei este O (n?).

1 a-— x; a— x;
v = a-x, 1 a-—x,
la - x, a-x, 1
1 X, — X, X, — x,
U - X, — X, 1 e X, — X,
| %, — X, X, — X, 1

Se observa ca multiplicatorii Lagrange reprezinta raportul produselor pe coloane ale celor

doua matrice:

L= 1, 1,] = prod(V) - / prod(v)

Valoarea polinomului Lagrange intr-un punct de abscisa a

b=31 -y, =prod(V):/prod(U)*y
i=1
_xl xl xl x1 x2 n
X X X X X X
U = 2 2 2 _ 1 2 n + In
_xn xn xn xl x2 xn
(%, © 1 1 1
0 x, 1 1 1
U = -
0 o0 x, 1 1 1 11 1

x, O
0 x

2 + I
0 0 X



U=diag (x) *ones (n) -ones (n) *diag (x) +eye (n)

0 a a 0 x, X,
a o0 a x 0 x
vV = -7 |+ 1,
a a 0 X, X, 0
0 1 1 x, 0 0 0 1 1
1 0 1 0 x, 0 1 0 1
V=ar* - + I,
11 0 0 o0 x 11 0

V=(a-diag(x)) *~eye (n) +teye (n)

function b = Lagrange(a, x, y)

% valoare polinom Lagrange in a

n = length(x);
V=(a-diag(x)) *~eye (n) +eye(n) ;

U=diag (x) *ones (n) -ones (n) *diag(x) +eye(n) ;
b=prod (V) . /prod (U) *y;

function a = coeflagr(x, y)

% Intrari:

% x = tabloul absciselor celor n puncte
% y = tabloul ordonatelor celor n puncte
% Iesiri:

% a = coeficienti polinom Lagrange
a=zeros(n,1l);

z=zeros(n,1l) ;

% calcul coeficienti c din (x-x(1))...(x-x(n))
c=poly (x) ;
for i =1 : n

% calcul coeficienti b ai impartirii
% polinomului prin x-x(i)
[b,r]=deconv(c,[1 -x(i)])
% calcul p=(x(i)-x(1))...(x(i)-x(i-1)) (x(1i)-x(i+1)) (x(i)-x(n))
z=x (i) -x;
z(i)=1;
p=prod(z) ;
a(l:n)=a(l:n)+y(i)*b(l:n)/p:;
end

Polinomul de interpolare de grad poate fi calculat prin recurenta, folosind polinoame de
interpolare de grad mai mic.

Daca se noteazd o={i1,12,..,1p} §1,Ps - polinomul de interpolare ce trece prin
punctele (xi1,¥i1) , (Xi2,¥i2) ;-., (Xip, Yip)

atunci polinomul de interpolare definit pe ansamblul extins de puncte c+j+k= ¢ U
{j k}

(x - Xy o+k(x) - (x - xk)Pa+j(x)

X, — Xy

Po+j+k(x) =

4



Metoda Neville are forma:

(x - xi—j) . Qi,j—l(x) - (x - xi) ' Qi—l,j—l(x)

i i-j

Qij (x) =

in care s-a notat Q;5=P;_;, ; polinomul de interpolare prin punctele (x:-;,yi-3) ,

ey (X1, Y1)

Se porneste cu polinoamele de interpolare de grad 0, reprezentate prin y1,¥2, -, ¥n,
formandu-se polinoamele de interpolare de grad 1, 2, ..., s.a.m.d. conform tabloului

X; Y1 = Qu

X2 Y2 = Q21 Q2
X3 Y3 = Q31 Q32 Qi3

Xn Yn = in Qn2 Qn3--~an
function b = Neville (x, y, a)

Intrari:
a = abscisa in care se calculeaza polinomul

%
%
% x = tabloul absciselor celor n+l puncte
% y = tabloul ordonatelor celor n+l puncte
% Iesiri:
% b = valoare polinom de interpolare

n = length(x) ;

Q=Y

for i =1 :n

for j=1:n
a(j)=((a-x(3-1)) *q(j) - (a-x(3)) *q(j-1i)) / (x(3)-x(j-1));
end
end
b = gq(n);

Diferente divizate
F, [xl] = f(xl)

Fo[xl] - Fo[xz]
X, — X,

F, [xuxz] =

Fp—ll_xl’ ceey pr - Fp_ll_xz,... ’ xp+1]

X, - xp+1

Fp[xl, ey xp+1] =

p+l filx p+1 £(x
Fp[xl,... , xp+l] = kz=:1 n,((xll) — kgl — (( k) )
i=]1:1[¢kx}c B



function a = DifDiv(x, y)

% Intrari:

% X = abscisele celor n puncte

% y = ordonatele celor n puncte

% Iesiri:

% y =diferente divizate de ordin 1l:n
n = length(x);
for k =1 : n-1

y(k+l:n)=(y(k+1l:n)-y(k)) ./ (x(k+1l:n)-x(k));

end
a=y(:);

F[x, x,] = £(x) - £(x,)
X - X,
£f(x)=£f(x;)+(x-x;) .F1[x,x;]

F1[xr x1] B F1[x1r xz]

X - X,

Fz[xr Xy, xz] =

Fi[x,%:]1=F1[%:, %]+ (x-%X3) .Fo[x,%X:,%5]

Fn—l[x’ Xir ooy xn—l] - Fn—l[xl’ Xpr ooy xn]

X - X,

Fn[x, b SO xn] =

Fooi[x,%X1,.., %0 1]=Fn 1 [X1, %0, ., Xn ]+ (2-%,) Fr[x, %1, .., X,]
£f(x)=£f(x;)+(x-x;) . F1[x,x;]
(x-x1) F1[x, % ]=(x-%1) F1 [%1, %] + (x-%1) (X-X3) .F2[x,x;,%x5]
(x-%1) . (X—Xn-1) Fro1 [X, X1, 00, Xn1] = (X-X1) o (X-Xpo1) Foor [X1, X2, .00, X ] +
(x_xl) (x_xn-l) (X—Xn) Fn[xlxlr--~rxn]
Adundm relatiile si reducem termenii:
£ (x)=£ (x1) + (x-%1) F1[x1, 2] + (%x-%1) (x-%2) F2[%1, %2, %3] +. ..
+(x-x%X1) ... (X=X, 1) Fo[%1, .. .%,] +
(x-%1) ... (x-%,) Fp[x,%x1,...,%;]
F(x)=P,-1 (X) +E, (x)

Toti termenii, mai putin ultimul formeaza un polinom, care ia aceleasi valori ca functia £
pe suportul interpolarii x; , x,, . . . , %5, deci reprezinta chiar polinomul de interpolare
Lagrange, cunoscut sub forma ”polinomul Newton™:

Poi(x)= £(x1)+(x-%X1)F1[%X:, %]+ (Xx-%X;) (X-%) Fo[%X1,%5,%X3]+. ..

+(x-%x;1) ... (X=Xp1) Fpoa [%1, .. . %5]
Ultimul termen are semnificatia unui termen de eroare si reprezintd eroarea comisa
aproximand functia prin polinomul de interpolare:

Ep(x)=(x-%1) ... (x-%X,)Fo[x,x;1,...,%]

Pentru a gési o majorare a erorii observam ca:

E, (x)=f (x) -P,_; (x) are n radacini
£/ (x) =P’ h-1 (%) are n-1 radacini
£0 1 (%) -p,_; V) (x) are o radicina



Pn—l(n_l) (x)=(n—1) ' -Fn—l [xll DR Ixn]
£O D (x)- (n-1)!.Fo1[%X1,...,%,]1=0

a0

Fn—l[x11x21-~~lxn] = (n_ 1)' cu { IS [xlr xn]

|En(x)| < |(X - Xl)... (x - xn)| . M“T('f)

M, (£) = | £7) |

Daca functia £ este nedefinit derivabila £eC” atunci M, (£) creste foarte repede, deci
majorarea este grosiera.

function b = Newton(a, x, y)
% Intrari:
% a = abscisa in care se calculeaza polinomul

% x = tabloul absciselor celor n puncte
% y = tabloul ordonatelor celor n puncte
% Iesire:

% valoarea polinomului de interpolare in a
n = length(x) ;
a = DifDiv(x, y):
b = a(n);
for i = n-1:-1:1
b= (a - x(i-1)).*b + a(i);

Diferente finite

Diferentele finite sunt notatii folosite in formulele de interpolare. Ele se aplicd unor
functii definite in puncte echidistante x;=x0+ih,

o diferente progresive (sau diferente inainte)
Af (x;)= £(xi41) - £(x;1)= £(x;+h) - £(x;)

ARE (%)= A (x541) - ATUE (x;)
o diferente regresive (sau diferente inapoi)

vE(x,) = £(x,) - £(x, - h) = £(x,) - f(xi_l);

ka(xi) = Vk_lf(xi) - Vk_lf(xi—l)

e diferente centrate

h h
5f(x,) = f(xi +—)—f(xi ——) =flx ,|-fx ,
2 2 ity i-g
5 £(x,) = Bk_lf[x 1] - ak‘lf[x 1]
it> i-=
2 2



Diferentele finite pot fi exprimate prin intermediul operatorului de deplasare
Ef (x)=f (x+h) si a operatorului identic If (x)=£ (x).

Af (%) =£(Xi41) £ (%) =Ef (x;) -I£(x:)=(E-TI) £ (x:)

Vf(xi) = f(xi) - f(xi_l) = If(xi) - E_lf(xi) = (I - E_l) f(xi)

BE (x:) = (Xi41/2) ~£ (Xi-1/2) =EV/?£ (x:) -E7V/?) £ (x;) = (EV2-E™?) £ (x;)
Pentru a trece de la diferentele finite la diferente divizate se foloseste relatia
A f(xi) =V f(xi+n) = 3" f(xi+n/2) = n! h" Fn[xi xi+n]

Formulele Newton - Gregory

Fie functia cunoscutd prin tabelul

X1, X2,..,Xp
Yi, Y2/ 1/ ¥n

in care abscisele x; sunt echidistante si suntem interesati in evaluarea functiei intr-un
punct intermediar x#x;.
Vom considera, Tn mod simplificator ca acest punct poate fi situat

e lainceputul tabloului x; <x < x,

e la sfarsitul tabloului x,-;1 < x < X%,

Prima formuld Newton-Gregory realizeaza interpolare la inceput de tablou, adica
considera x=x,+uh, cu 0<u<1l .

F[x,%,, ..., %] = Akf_ﬁio)
Pl(x) = Pl(x1 +u- h) = Pl(u) = f(xl) P U Af(xl) + (x - xl). (x - xz) . Azf(xl) .

1'h

(x—xl)-(x—xz)...(x—xn_l) n-1
+ (n — 1n™? A f(xl)

X-X=X-X;- (Xx—-X;) =uh- (k-1) h=(u-k+1)h

u-(u-1)...(u-n+2)
(n-1)!

u u 2 u n-1
pl(u)=f1+[1J'Afl+[2J~Af1+...+[n_1J~A £,

u : . e : 9 .
unde L[EJ extinde notatia combinarilor in cazul unui numadr fractionar u.
Formulele de interpolare Newton-Gregory 2 si 3 se refera la interpolare la sfarsit de
tablou si se obtin exprimind diferentele divizate prin diferente regresive

+M.A2fl + ...+
2!

p,(u) = £ + % . Af, CAME



X=x,-uh, O<u<1l

e

x=x,+uh, -1<u<0

u u+1 u+n-1
ps(u) = £ +[J-an +[ ) J-szn +...+[ ]-V“fn

n

Algoritmii de calcul ai polinomului de interpolare Lagrange prezinta proprietatea de
instabilitate pentru un numar mai mare de puncte, datorita faptului ca matricea
Vandermonde este, in general, rdu conditionata.

Interpolare trigonometrica.
Fie F (®) o functie periodica cu perioada 27.
Vom alege ca baza a interpolarii:
1
E , sin 6, cos 6, sin 26, cos 26, ey sin n6, cos né

Polinomul de interpolare:

a
Pn(9)=T;+b1-sin6+a1~cose+...+bn-sinn6+a1~cosne

Suportul interpolarii:

2 4
0, = 0, 91=2—“1=cx, 92=2cx,...,92=2na=%
n + n +

Conditiile de interpolare:

a

T; + b, sin 6, + a, cos 6, + ... + b, sin n6,_ + a, cos nO, = F(Ok), k=0:2n

E 0 1 0 1] 2]

2 b,| [F()
1

T sin 6, cos 06, ... sin 0, cos 6, a | _ F(el)
2 . =

1 ] = n F(92n)
— sin 6, cos 6, .. sinn-6, cos n-H6,

|2 LY

V.a=f£f

Se verifica usor ca matricea V este ortogonala

r 2:-n+1 _1 2 r
v.vi="——"—-.1, . vi=s—"—.v
2 2:-n+1
2 1 . . T
Pn(e) = ——|—= sin® cos#® sin n®6 cos nb(-V" - F
2n+1 |.2



Interpolare Cebasev.
Functia: £: [a,b] > R
xe [a,b] > f£(x) € R

este trecutd mai intdi In domeniul de definitie [-1,1] prin schimbarea de variabila:

b+ a b-a
X = + t-
2 2
b + b -
f( 2 it a]=F(t)
2 2

F:tel-1 1] > Ft) e R

Utilizam baza polinoamelor Cebdsev:

1

E Tl(x), Tz(x), R Tn(x)
Polinomul generalizat de interpolare

a'O
P(t) = —> +a, -T,(t)+...+a, - T(t)

\/E n
Suportul interpolarii este definit de radacinile polinomului Cebasev: Tp41 () =0
2-i+1
t, =cos——n i=0:n
2-n+2

Conditiile de interpolare : P, (tx) =F (tx) , k=0:n

a
T;+a1-Tl(tk)+...+an-Tn(tk)=F(tk) k=0:n
L rie,) . Tk
\/E 1\%o n\%o a, F(to)
1
— T (t;) ... T.(t;) a, F(t,)
\/E 1 n . =
5 . Bt )
— T/ (t.) ... T.(t) n n
\/E 1 n n n
v a=F
1 2
v.yr =27 I, = vt o= - VT
2 n+1
2
a=V'!'.F= vl . F
n+1
a,
a

1
P, (t) = [E T, (£) ... Tn(t)i|~

10



P.(t)

P, (t)

P.(t)

T,(£) ...

T, (£) ...

- : n+1

YT (t)) - E(Ey)

3=0
2-3+1
2-n+ 2

cos

Tn(t)i| :

T, (t)} _

2 2
Tl(t);) T, (£,)F(E) + ... + —

0

[
]

NGE

j=0

o
I

11

T, (t,) F(t;)

1 1 1 F(t,)
J2 42 V2 F(t. )
T (t,) Ti(ty) T, (t,) !
T(t)) To(t;) ... To(t,)| LF(E)
S _

_— F(t.

7 Z (t;)

DT (ty) ()

T, (£)) T, (t,)F(t;)
1 =



