
Interpolare. 

Fie o funcţie reală f : [a,b]→R, cunoscută numai într-un număr limitat de puncte 
numite noduri, (ansamblul acestora constituind suportul interpolării): x1,x2,…,xn prin 
valorile  f(x1),f(x2),…,f(xn). 

Vom aproxima comportarea funcţiei în afara acestor puncte printr-un polinom generalizat 
de interpolare, de forma: 
Pn(x)=a1u1(x)+a2u2(x)+…+anun(x) 

în care funcţiile liniar independente 
u1(x),u2(x),…,un(x) 

sunt cunoscute şi constituie baza interpolării. 

Aceasta poate fi formată din funcţii simple: polinoame, funcţii trigonometrice, 
exponenţiale, etc. 

Determinarea polinomului generalizat de interpolare (i.e. a coeficienţilor ) se face, 
impunând ca pe suportul interpolării polinomul de interpolare să coincidă cu funcţia f. 

Pn(xi)=f(xi), i=1:n condiţii de interpolare  

Condiţiile de interpolare  conduc la sistemul de ecuaţii liniare 
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cu uij=uj(xi), fi=f(xi) 
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Pentru baza polinomială  u1(x)=1, u2(x)=x,…,un(x)=xn-1
Funcţiile lk(x) sunt polinoame de grad n-1, cu rădăcinile xi, i=1:n, i≠k:  
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Polinomul de interpolare poartă în acest caz numele de polinom de interpolare Lagrange 
şi are forma  
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Sistemul determinat de condiţiile de interpolare este  
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Acesta are determinant Vandermonde, care este nenul dacă punctele  sunt distincte, caz în 
care sistemul este compatibil determinat, cu soluţie unică, ceeace implică un polinom de 
interpolare unic.  
function a=coefLagr(x,y) 
% calcul coeficienti polinom Lagrange 
x = x(:); 
n = length(x); % grad polinom n-1 
V = ones(n,n); 
for j=2:n 
   V(:,j) = V(:,j-1).* x; 
end; 
a = V \ y; 

Alte forme ale polinomului de interpolare Lagrange 
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function b = Lagrange(a, x, y) 
% valoare polinom Lagrange in a 
%Intrări: 
%  a = abscisa în care se cere polinomul 
%  x = abscisele celor n+1 puncte 
%  y = ordonatele celor n+1 puncte 
%Ieşiri:valoare polinom interpolare în a 
n = length(x); % numar puncte 
 b = 0; 
 for i = 1 : n  
   prod = y(i); 
   for j = 1 : n  
     if i~=j  
       prod=prod*(a-x(j))/(x(i)-x(j)); 
     end; 
   end; 
   b = b + produs; 
 end 
 
Complexitatea metodei este O(n2). 
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Se observă că multiplicatorii Lagrange reprezintă raportul produselor pe coloane ale celor 
două matrice:  
 [ ] ( ) ( )Uprod/Vprodlll
 
L ⋅n21

Valoarea polinomului Lagrange într-un punct de abscisă a  
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U=diag(x)*ones(n)-ones(n)*diag(x)+eye(n) 
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V=(a-diag(x))*~eye(n)+eye(n) 
 
function b = Lagrange(a, x, y) 
% valoare polinom Lagrange in a 
n = length(x); 
V=(a-diag(x))*~eye(n)+eye(n); 
U=diag(x)*ones(n)-ones(n)*diag(x)+eye(n); 
b=prod(V)./prod(U)*y; 
 
function a = coefLagr(x, y) 
%  Intrări:  
%  x = tabloul absciselor celor n puncte 
%  y = tabloul ordonatelor celor n puncte 
%  Ieşiri:  
%  a = coeficienti polinom Lagrange 
a=zeros(n,1); 
 z=zeros(n,1); 
 % calcul coeficienţi c din (x-x(1))...(x-x(n)) 
 c=poly(x); 
 for i = 1 : n 
 % calcul coeficienţi b ai împărţirii 
 % polinomului  prin x-x(i) 
   [b,r]=deconv(c,[1 -x(i)]); 
   % calcul p=(x(i)-x(1))...(x(i)-x(i-1))(x(i)-x(i+1))(x(i)-x(n)) 
   z=x(i)-x; 
   z(i)=1; 
   p=prod(z); 
   a(1:n)=a(1:n)+y(i)*b(1:n)/p; 
 end 

Polinomul de interpolare de grad  poate fi calculat prin recurenţă, folosind polinoame de 
interpolare de grad mai mic.  
Dacă se notează  σ={i1,i2,…,ip} şi,Pσ - polinomul de interpolare ce trece prin 
punctele (xi1,yi1),(xi2,yi2),…,(xip,yip) 
atunci polinomul de interpolare definit pe ansamblul extins de puncte σ+j+k= σ ∪ 
{j,k} 
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Metoda Neville are forma:  
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în care s-a notat Qij=Pi-j,…,i polinomul de interpolare prin punctele (xi-j,yi-j), 
…,(xi,yi)  
Se porneşte cu polinoamele de interpolare de grad 0, reprezentate prin y1,y2,…,yn, 
formându-se polinoamele de interpolare de grad 1, 2, ..., ş.a.m.d.  conform tabloului  
x1 y1 = Q11
x2 y2 = Q21 Q22
x3 y3 = Q31 Q32 Q33
 
xn yn = Qn1 Qn2 Qn3…Qnn
 
function b = Neville (x, y, a) 
% Intrări:  
%  a = abscisa în care se calculează polinomul 
%  x = tabloul absciselor celor n+1 puncte 
%  y = tabloul ordonatelor celor n+1 puncte 
% Ieşiri: 
%  b = valoare polinom de interpolare 
   n = length(x); 
   q = y 
   for  i = 1 : n   
    for  j = 1 : n   
      q(j)=((a-x(j-i))*q(j)-(a-x(j))*q(j-i))/(x(j)-x(j-i)); 
    end 
   end 
   b = q(n); 
 

Diferenţe divizate 
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function a = DifDiv(x, y) 
%  Intrări:  
%   x = abscisele celor n puncte 
%   y = ordonatele celor n puncte 
%  Ieşiri: 
%   y =diferenţe divizate de ordin 1:n  
    n = length(x); 
    for k = 1 : n-1  
       y(k+1:n)=(y(k+1:n)-y(k))./(x(k+1:n)-x(k)); 
    end 
    a = y(:); 
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F1[x,x1]=F1[x1,x2]+(x-x2).F2[x,x1,x2] 
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F [x,x ,…,x ]=F [x ,x2,…,xn]+(x-xn)Fn[x,x1,…,xn] n-1 1 n-1 n-1 1

f(x)=f(x )+(x-x ).F1 1 1

(x-x
1[x,x ] 

1)F [x,x1 1 1 1 2 1 2

(x-x )…(x-x )F [x,x ,…,x ]= (x-x
1]=(x-x )F1[x ,x2]+(x-x )(x-x ).F2[x,x ,x ] 

1 n-1 n-1 1 n-1 n-1 1 n

                              (x-x
1)…(x-xn-1)F [x ,x2,…,x ]+  
1)…(x-xn-1) (x-xn)Fn[x,x1,…,xn] 

Adunăm relaţiile şi reducem termenii: 
f(x)=f(x )+(x-x )F [x ,x ]+(x-x1 1 1 1 2 2 1

          +(x-x
1)(x-x )F2[x ,x2,x3]+... 

1)...(x-xn-1 n-1 1 n

           (x-x )...(x-x
)F [x ,...x ] + 

n)Fn[x,x1,...,xn] 1

F(x)=Pn-1(x)+En(x) 

Toţi termenii, mai puţin ultimul formează un polinom, care ia aceleaşi valori ca funcţia f 
pe suportul interpolării x1,x2,...,xn, deci reprezintă chiar polinomul de interpolare 
Lagrange, cunoscut sub forma ”polinomul Newton”: 
Pn-1(x)= f(x1)+(x-x1)F1[x1,x2]+(x-x1)(x-x2)F2[x1,x2,x3]+... 

             +(x-x1)...(x-xn-1)Fn-1[x1,...xn] 
Ultimul termen are semnificaţia unui termen de eroare şi reprezintă eroarea comisă 
aproximând funcţia prin polinomul de interpolare: 
En(x)=(x-x1)...(x-xn)Fn[x,x1,...,xn] 

Pentru a găsi o majorare a erorii observăm că: 
En(x)=f(x)-Pn-1(x)  are n rădăcini 
f’(x)-P’n-1(x)   are n-1 rădăcini 
f(n-1)(x)-Pn-1(n-1)(x)  are o rădăcină 
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Pn-1 1 1 n

f

(n-1)(x)=(n-1)!.Fn- [x ,...,x ] 
(n-1)(x)- (n-1)!.Fn-1[x1,...,xn]=0 

 
                                                       cu  ξ ∈ [x1, xn] [ ]
 
                                                   
 
 
 
Dacă funcţia f este nedefinit derivabilă f∈C∞ atunci Mn(f) creşte foarte repede, deci 
majorarea este grosieră. 
function b = Newton(a, x, y) 
 % Intrări: 
 % a = abscisa în care se calculează polinomul 
 % x = tabloul absciselor celor n puncte 
 % y = tabloul ordonatelor celor n puncte 
% Ieşire:  
% valoarea polinomului de interpolare în a 
   n = length(x); 
   a = DifDiv(x, y); 
   b = a(n); 
   for i = n-1:-1:1 
       b = (a - x(i-1)).*b + a(i); 
   end 
 

Diferenţe finite 
Diferenţele finite sunt notaţii folosite în formulele de interpolare. Ele se aplică unor 
funcţii definite în puncte echidistante xi=x0+ih, 

• diferenţe progresive  (sau diferenţe înainte) 
Δf(x )= f(x )- f(x )= f(xi i+1 i

Δ
i+h)- f(xi) 

kf(xi)= Δk-1f(xi+1)- Δk-1f(xi) 
 

• diferenţe regresive (sau diferenţe înapoi) 
 
 
 
 
 

• diferenţe centrate 
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Diferenţele finite pot fi exprimate prin intermediul operatorului de deplasare 
Ef(x)=f(x+h)  şi  a operatorului identic If(x)=f(x). 
 
Δf(xi)=f(xi+1)-f(xi)=Ef(xi)-If(xi)=(E-I)f(xi) 
 
 
 
δf(xi)=f(xi+1/2)-f(xi-1/2)=E1/2f(xi)-E-1/2)f(xi)=(E1/2-E-1/2)f(xi) 
 
Pentru a trece de la diferenţele finite la diferenţe divizate se foloseşte relaţia 
 
 
 

Formulele Newton - Gregory 
Fie funcţia  cunoscută prin tabelul  
x1, x2,…,xn
y1, y2,…,yn

în care abscisele  xi sunt echidistante şi suntem interesaţi în evaluarea funcţiei într-un 
punct intermediar x≠xi. 
Vom considera, în mod simplificator că acest punct poate fi situat 

• la începutul tabloului    x1 <x < x2 
• la sfârşitul tabloului  xn-1 < x < xn 

Prima formulă Newton-Gregory realizează interpolare la început de tablou, adică 
consideră x=x0+uh, cu 0<u<1 . 
 
 
 
 
 
 
               
 
 
x-xk=x-x1-(xk-x1)=uh-(k-1)h=(u-k+1)h 
 
 
 
 
 
 
 
unde         extinde notaţia combinărilor în cazul unui număr fracţionar u.  
Formulele de interpolare Newton-Gregory 2 şi 3 se referă la interpolare la sfârşit de 
tablou şi se obţin exprimînd diferenţele divizate prin diferenţe regresive  
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x=xn-uh,   0<u<1 
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Algoritmii de calcul ai polinomului de interpolare Lagrange prezintă proprietatea de 
instabilitate pentru un număr mai mare de puncte, datorită faptului că matricea 
Vandermonde este, în general, rău condiţionată.  
 

Interpolare trigonometrică. 
Fie F(Θ) o funcţie periodică cu perioada 2π. 
Vom alege ca bază a interpolării: 
 
 

Polinomul de interpolare: 
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Se verifică uşor că matricea V este ortogonală  
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Interpolare Cebâşev. 

Funcţia: f: [a,b] → R 

      x∈ [a,b] → f(x) ∈ R 

este trecută mai întâi în domeniul de definiţie [-1,1] prin schimbarea de variabilă: 
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Utilizăm baza polinoamelor Cebâşev:  
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Polinomul generalizat de interpolare  
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Suportul interpolării este definit de rădăcinile polinomului Cebâşev: Tn+1(t)=0  
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Condiţiile de interpolare : Pn(tk)=F(tk), k=0:n 
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