Curs 4.

Metode de rezolvare a sistemelor liniare bazate pe factorizare ortogonala.
Sistemul supradeterminat de ecuatii liniare
Ax=Db, AeR™, b €R", m>n

nu admite in general solutie.
Solutia in sensul celor mai mici patrate (sau pseudosolutia) se defineste ca vectorul x*
din R* care asigurd minimizarea normei euclidiene a vectorului reziduu:

r(x*) = "b - A - x*"2 = min r(x) = min

xeR” xeR”

b-ax,
Pseudosolutia este solutie exacta pentru sistemul normal
A'Ax=A"b

Sistemul normal este rau conditionat astfel incat metodele obisnuite de rezolvare
(Gauss, Cholesky, etc) nu dau rezultate satisfacatoare, fiind necesare metode mai
stabile din punct de vedere numeric, bazate pe triunghiularizare ortogonala.
Pseudosolutia este unicd dacd matricea A are coloanele liniar independente, caz in
care se exprima ca:

x"=(ATA) A"b=A'b
in care se defineste
A#= (ATA) -lATGRnxm

ca inversa generalizata sau pseudoinversa Penrose - Moore a matricel
dreptunghiulare AeR™".

Doi vectori x, y € R”sunt ortogonali in raport cu produsul euclidian daca x"y=0.
Complementul ortogonal S* a subspatiului S € R™ se defineste ca:

St . {yeR* | x"y=0, xeS}

Vectoriiqy, 4qz, - - -,9.€R" sunt ortonormati, daca q;"q;=>5;;

MatriceaQ = [q1 92 ... 9.] € R™este ortogonala si QF.Q=I,

Consideram o matrice ortogonala patrata Q € R™" Matricele ortogonale au urmatoarele
proprietati:

10. Q—l = QT
2%, det(Q) = #1
det (QT.Q)=det (Q.Q)=det?(Q)=det (I,)=1

In c® vectorii sunt ortogonali dacd x"y=0, unde x"=x" (transpus conjugat) Matricea Q este
unitara daca Q*.Q=1,.

3°. ||Ex|2=|x||. -transformarea ortogonala conserva norma euclidiand a unui vector

|Hx| .= (Hx, Hx) = (Hx) ¥ (Hx) =x"H"Hx=x" (H"H) x=x"x=| x| ;>



4°. ||H|2=1 -norma matriciald euclidiana subordonata este 1:

[ - =,
H| =sup——7— =1
el =)

x#0
5°. cond,(A) =1
6°. |H.A|.=|A|. -transformarea ortogonald conserva norma euclidiana a unei matrice:
R=H.A = [R|=[H.2[<]H]..[a]=]a].
A=H".R = |[a|=|8".R[<|H].. [R]=|R].
e all=|2].
O matrice P se numeste matrice idempotentd sau matrice proiector, daca P*=P.
In raport cu un proiector P, un vector veR® poate fi descompus unic in:
v=P.v + (I-P).v =v; + v,
P.v, = P.(I-P).v = (P-P’).v = 0.v =0
v,=P.v e S—proiectia lui v in spatiul imagine a lui P
vo=(I-P )v e S® —proiectia lui v in spatiul nul a lui P
Daca P este simetric (P=P7), atunci:
vi'v, =(P.v)T. (I-P) .v=v’.P. (I-P)= v. (P-P)v=0 = v, L S = wv,es’
P este proiectorul ortogonal in S
I-P este proiectorul ortogonal in S*

O metoda ortogonala transforma sistemul Ax=b intr-un sistem echivalent cu matrice
superior triunghiulard HAx=Hb in care matricea de transformare HeR™" este
ortogonald. Matricea sistemului echivalent (in sensul ca are aceeasi pseudosolutie cu
sistemul initial), are acelasi numar de conditionare in norma 2. Intr-adevdr, transformarile
ortogonale conserva norma euclidiana

Metoda Householder

O matrice ortogonala elementara se obtine modificadnd matricea unitate, cu o matrice de
rang 1. Reflectorul Householder este o asemenea matrice ortogonala:

H=1I- fud’, B=2/ (u'u)

H este simetrica:

H'=(I - fuu™)"=1I - B(uu™)*" =1I - B(ul)™* =1 - Buu"=H
H este ortogonala:

H'™H = H? = I-2Buu™+p?u(uu)u’ = I-2Buu™+p*u(2/B)u’ = I

u se numeste vector Householder.

Hu = (I-Buu®)u = u - Bu(u™u) =u - Bu(2/B) = u - 2u
justifica numele de reflector

-u ceca CC



Span (u) L

Ha

v

Ha = (I - Buu®)a = a - Bu(ua)

Dacaa L u atunci u'a = 0 si Ha = a

altfel a - Ha = Bu(u'a) adicia-Ha || u

Transformarea H reflectd un vector a in raport cu planul normal vectorului u.

Vom determina transformarea H, astfel incat vectorul reflectat Ha sa aiba toate
componentele 0, cu exceptia primeia dintre ele:

Ha = toe;, o = |a|

HHa =toHe; = He,=ta/oc

Vom determina deci matricea ortogonala H, avand prima coloana proportionald cu +a/oc
Matricea Householder se foloseste sub forma echivalenta:

H=I-2uu’, cuu™u=1 (se observa ci in acest caz particular p=2).

Dacd x,yeR”, xzy, |x|=|yl2 u = "x;y atunci (I-2uu’) x=y.
x -y,

| %-y[ %= (x-y) " (2-y) =x"x-x"y -y x+y"y=2 (x"x-y"x)

5 (x-y)x-y) ‘= x _ 2(x - y)(xTx - yTx)

(I-2uu™)x =x —
= - vl 2x"x - y'y)

(I-2uu’)x = x- (x-y)=y

Cu alte cuvinte, daca doi vectori x §i y au aceeasi origine si aceeasi lungime, atunci
putem determina o transformare (rotatie), care sa aduca pe unul din ei peste celalalt.

Suntem interesati ca unul din vectori sa fie parallel cu o axa de coordinate, adica daca
notam lungimea o=t| x||,, sialegem v=x+ce;, u=v/|v|. atunci (I-2uu’)x=-ce;

uu'=vv'/||v| >
[v]l2%= (x+ce;) (x+ce;) =x"x+ox"e;+ce;"x+c%e;"e; =|x|.*+c*+20x,;=26%+20x%;=

20 (o+x,)



2
Considerdim xeR® cu o° = Em:xf =|x(e+1:m)| =0
i=p 2

Vom aplica vectorului x un reflector Householder H, pentru a-i anula componentele
x(p+1l:m)

Fixam componentele vectorul u, care intervine in expresia reflectorului H, la valorile:
0 i=1:p-1

u,, = (X, +0 i=p
X, i=p+1l:m

Acest vector poartd numele de vector Householder.

H -x=(Im—p-u -uT)-x=x—L3(uf,-x)-up

P p P
m m m
T _ _ _ . 2
U, - x = Z UipX; = U X, + Zulpxl - (xp + o) X, + Z x
i=p i=p+1 i=p+1
m
uT x—(x +0') X +ZX —xz—(x +O) X +0'2—X2_0' (x +C')
P - P P i p P P | P
i=p
2 m
T _ _ 2 _ 2 2 | _ 2 2 _
u, - u, ”up"2 z u;, = |u, + z xi | = (xp + o) + o x, = 2cJ(xp + o)
i=p i=p+1
2 1
i?’_uT~u _o~(x +o)
P P P

Pentru a evita anularea numitorului lui B vom alege ca o, sa aiba acelasi semn cu x,

o= sign(xp)~ 3 x? = sign(xp)- || x(p : m) "2
i=p

O'(XP+O)

T
x.—p-(u-x)-u. = x, — u,. = X. — u,
* P P o ‘xp +oi P * P

5]
el

L]
—

Il

X, i=1:p-1
(Hp x)lle_uip= Xp = U = —O i=p
0 i=p+1:m

In urma aplicirii transformirii Hy, vectorul x se modifica astfel:
e primele p-1 componente raman nemodificate
e componenta p devine mare in valoare absoluta
e restul componentelor (p+1:m) se anuleaza.

function [u, b, x]=HSx(x, p)

% determinad reflectorul Housholder care

% lasa primele p-1 componente neschimbate
% modifica componenta p la o valoare mare
% anuleaza restul componentelor



x=x(:); %ne asiguram ca x e vector coloana
m=length (x) ;

sig=sign(x(p)) *norm(x(p:m)) ;
b=1/sig/ (x(p) +siqg) ;

u=[zeros (p-1,1); x(p)+sig; x(p+1l:m)];

x (p)=-sig;

x(p+l:m)=0;

% H este determinat de v si b

% H=eye (m)-v*v'./b;

Particularizam pentru p=1

H -x= -0 e1=—||x||2-s:|.gn(x1)-e1
X, +0

u =

il
x,, i=2:m

u, = x+0-e;

Transformarea H; este determinata numai de vectorul u si de . Asadar

u,
X, - a
A 2
X, . 0 incare H; = , B
1 ) e
um
X 0

Cu exceptia primei componente, vectorii u $i x coincid, ceea ce ne sugereaza sa pastram
pe u in x, in pozitiile 2 :m, unde apar zerouri.

— u
Cum vectorul u este determinat esential numai ca directie, il vom normacuc: ¥ =
X, —
L +1=x+1
— ¢)
u;;, = x, _ ]
= x;, i=2:m
(¢}

Prima componenta u; va fi pastrata in . Intr-adevar, Inainte de scalarea cu o, B=c.u;

X, -0
p.4 u
2 H 2
* > ’ B =u,
xm um

function [beta, x]=HS1lx (x)
% aplica transformarea Hl unui vector x
% intoarce beta=u(l) si u(2:m) in x
x=x(:);
m=length (x) ;



beta=0;
sig=norm(x) ;

if sig~=0
if x(1)~=0
sig = sig*sign(x(1)) ;
end;

x(l:m)=x(1l:m)/sig;
beta= 1+x(1);

x(1l)=-sig;
else

error ('elemente deja nule');
end

Intrucat transformarea H, modificd numai componentele din pozitiile p :m, ea se poate
realiza aplicand H; unui vector x (p :m)

Aplicam reflectorul H; unui vector oarecare y
B -y=0,-Bu -u) y=y-8-( y)u=y-pu

p=p.uf.y=ﬁ.zuil'Yi
i=1
(Hl'Y)i=Yi—P'ui1,i=1:m

function y=HSly(x, beta, y)
% aplica reflectorul Hl unui vector oarecare y
if beta ~= 0
t =x(1);
x(1) = beta;
m=length (x) ;
ro=v(l:m) '*y(1l:m)*beta;
y(l:m)=y(l:m)-ro.*x(1l:m);
end

In locul rezolvirii sistemului A . x=b, cu AeR™", beR" se rezolvi sistemul echivalent
H.A.x=H.b, cu HeR™", H-ortogonala, sistem care are aceeasi conditionare cu sistemul
initial (cond (H.A)=cond (4))

Pentru orice matrice AeR™" existd o matrice ortogonali HeR™ astfel incdt H.A=R in
care R eR™" este 0 matrice superior triunghiulard

Matricea ortogonala se formeaza dintr-un produs
H=H,H, ;.. .HH;
H.A= HH,,...HHA
+1=H,A, cu p=1l:n, pornind cu A;=A.
De exemplu reflectorul H; care anuleaza prima coloand a matricei AeR™" este:

[beta, A(:,1)]=HSH1x(A(:,1))

for j=2:n
A(:,]j)=HSly(A(:,1), beta, A(:,]))’
end



. Ip—l 0
Matricea are structura H, =
0 vn—p+1

Spre deosebire de metodele gaussiene, metodele ortogonale asigura elemente diagonale
mari in valoare absolutd, ceea ce confera o stabilitate deosebitd a metodei.

Vom determina matricea Hj, care transforma matricea A,, utiliznd algoritmul HSx (),
punand ca vector x coloana p din HpA,

HA, =Hy[a; a, ... as] = [Hpa; Hpa, ... Hpa,l

Coloanele situate in dreapta coloaneip, (j>p) se modifica folosind algoritmul
HSy () Transformarea H, nu modifica coloanele a; pentru care =0 (coloanele din
stanga coloanei p, cu j<p).

Acestea au a;5=0 pentru i<p<j.

function A=trorto (A)
% triunghiularizare ortogonala Householder
[m,n]=size (A);
H=zeros (m,m) ;
for p=1:min(m-1,n)
% se determina Hp
sig=sign(A(p,p)) *norm(A(p:m,p)) ;
H(p,p)=A(p,p) +sig;
H(p+l:m,p)=A(p+l:m,p);
beta (p)=sig*H(p,p) ;
% se aplica Hp coloanelor din A
for j=p+l:n
ro = H(p,p:m)*A(p:m,j) /beta(p) ;
A(p:m,j)=A(p:m,j)-ro*H(p:m,p);
end;
A(p,p)=-sig;
A(p+l:m,p)=0;
end

Matricea H poate fi pastrata in triunghiul inferior din A (care se anuleazd), iar elementele
diagonale in vectorul beta. In triunghiul superior din A vom avea matricea R

In rezumat, transformarea aplicatd matricei :
e i lasd neschimbate primele coloane
e modifica elementele din coloana astfel:
0 primele elemente raman neschimbat
elementul diagonal devine mare
elementele subdiagonale se anuleaza
modifica elementele din coloanele j>p astfel:
= primele p-1 elemente rdman neschimbate
= elementele din pozitiile p:m se calculeaza cu relatia Householder.

(elNelNe]

Pornind de la sistemul initial, prin aplicarea transformarilor:

Ay = HA,, A=A, p=l:n
bp+1 = Hpbpr b1=b



se ajunge la sistemul echivalent superior triunghiular

An+1x = bn+1

Metoda Givens (matrice de rotatie elementare).

Metoda Givens utilizeaza matrice elementare de rotatie, de forma:

2 2__
Gy = Ik 9 c“+s°=1,

O asemenea matrice defineste o rotatie de ordinul m in planul (k,1) cuunghiul 6, cu
c=cos 0sis=sin 0

Matricea Gy, este ortogonald: Gy, *G;=I,

Transformarea G; aplicatd unui vector xeR" ii modificad numai componentele x, si x;

Gr1X=[X;..CX+SX;..—SX+CX;..Xp]

function x=rotvec(k, 1, c, s, x)
%aplica transformarea Gkl vectorului x
t = zeros(2,1);
t = [c s;i-s cl*[x(k); x(1)];
x(k) = t(1);
x(1) = t(2);

Determindm transformarea (¢, s), care anuleazd componenta x; :

-s.xxtcC. x1=0

xi+xf 2 2
X, = C X, +S:X, = ———— = /X, +X; =

2 2

NE SR Sy

Rotatia Gy;, care modifica componentele la valorile: x,=r si x,=0 este:

function [c, s, x]=rot(k, 1, x)
% determina rotatia (c,s) care
% anuleaza x(1)

r=sqrt (x (k) *2+x (1) *2) ;

c=x(k)/r;

s=x(1)/x;

In metoda Givens matricea ortogonald G se formeaza ca un produs de matrice
elementare de "rotatie" de forma

G = Gn—l,n : Gn—z,n ' Gn—Z,n—l - Gy, Gl,n—l Gy,
—
anl anZ Gl



Matricea Gy, afecteaza prin Tnmultire numai liniile k s1 1:
AP =g, AP, k=1:n-1, 1+k+l:n, A=A

Plecand cu matricea A si folosind transformarile ortogonale Gy, se obtine o matrice
superior triunghiulara:

function A=trrot (A)
% triunghiularizare ortogonala cu rotatii
[m,n]=size (A);
t=zeros(2,n) ;
for k=1:min(m-1,n)
for 1=k+l:m
[c,s]=rot(k,1,A(: ,k));
t=[c s;-s c]* [A(k,1:n);A(1,1:n)];
A(k,1:n)=t(1,1:n);
A(l,1:n)=t(2,1:n);
end
end

Factorizarea QR
Orice matrice AeR™" cu coloane independente, poate fi descompusa sub forma A=QR,
cunoscuta sub numele de factorizare QR in care Q= este o matrice cu coloane ortogonale
si R este o matrice pdtrata superior triunghiulara.

Pornim de la teorema Householder: VAeR™", A-matrice cu coloane liniar independente,
JHeR™™, H - ortogonala (H'H=I,) astfel incit H.A = R, cu ReR™", R — superior
triunghiulara.

H'.H.A = A = H.R = Q.R

X9

Factorizarea QR admite si 0 “reprezentare economica”, obtinuta prin partitionarea
matricel Q:

0=1[o Qz]~R=[1H i

m-—n
nm-n n n

Ql = Rmxn, Q2 = R(m—n)xn, Rl = Rnxn.

Q"=H=H_H, ,..H,H I,

0, = [0, 2,] [I(;} =9 ﬁ;‘} = HH, .. H, .[IJ}

[x, ©, R] = Householder (A, b)
$Intrari: A = matricea sistemului
% b = vectorul termenilor liberi

%$Iesiri: x = vectorul necunoscutelor

% Q = matricea ortogonala
% R = matricea superior triunghiulara
Q = eye(m);



for k = 1:n
s = norm(A(k:m,k)) .*2;
if A(k,k) < O
s = -s
end;
v(l:k-1) = O0;
v(k) = A(k,k) + s;
A(k,k) = -s;
v(k+l:m) = A(k+1l:m, k)
A(k+1l:m,k) =0
p=s * v(k);
% Ak+l = Qk * Ak
for j = k+l:n
t =v(k:m)' * A(k:m,]j) / p;
A(k:m,j) = A(k:m,j) - t * v(k:m);
end;
% bk+l = Qk * bk
t =v(k:m)' * b(k:m) / p;
b(k:m) = b(k:m) - t * v(k:m);
% Q=0Qk * Q
for j = k+1:n
t = v(k:m)' * Q(k:m,j) / p;
Q(k:mrj) = Q(k:mrj) -t * v(k:m);
end;
end;
% rezolvare sistem triunghiular
for i = n:-1:1
s =A(i,i+l:n) * x(i+l:n);
x(i) =(b(i) - s) / A(i,i);

end;
R = triu(A);
Q=Q';

[x, Q, R] = Givens (A, b)
% Intrdri: A = matricea sistemului

b = vectorul termenilor liberi
TIesiri: x = vectorul necunoscutelor

o° o° o° o

Q = matricea factor ortogonala
R = factorul superior triunghiular
Q=eye (m) ;

t=zeros(2,n);
u=zeros(2,1);
for k = 1:n

for 1 = k+1:m

r sqrt(A(k,k)*2 + A(1,k)"2);

c =A(k,k) / r;

s = A(1,k) / r;

t = [ecs; -sc]l* [A(k,1:n); A(1,1:n)];
A(k,1:n) = t(1);

A(l,1:n) = t(2);

u = [c s;-s c]*[b(k); b(1)];

b(k) = t(1);

10



b(l) = t(2);
t = [cs;-sc] * [Q(k,1:m); Q(1,1:m)];
Q(k,1:m)= t(1);
Q(1,1:m) =t(2);
end

end;

for i = n:-1:1
s A(i,i+l:n) * x(i+1l:n);
x (1) (b(i) - s) / A(i,i);

end

R=A;Q=0";

in MATLAB apelul [Q,R] = qr(A) produce descompunerea matricei A Intr-o matrice
superior triunghiulard ReR™" (de aceeasi dimensiune cu A) si 0 matrice QeR™™ unitara
astfel Incat A=Q*R.

[Q,R] = gr(A,0) produce o descompunere "economica", in care se calculeaza numai
primele n coloane ale matricei Q.

Ortogonalizarea Gram-Schmidt

r11 IR IR o

13 1n

0
. - a, - al=la ~ a - @] |0 0 =z - o=,
(0 0 0 - x|

Coloanele matricei Q sunt ortogonale (formeaza o baza ortonormata):

1, i=3
qiT'qj={

0 i# 3
a; = q; - Iy
|| =1 deunde r=[a:si @ = a1 / ru
a=q1r12+q2ra, q:"a,=ri,,
(=1, ro=|a-airi|, Q=(a-airiz) /r2»
a3=q:1¥ri13+qore3+qsras, qQ.'as=r,3,
" ds ” =1, r33=|| a3“!111'13‘qzr23|| ; 3= (as—q1ri3—dgeras) /x33

aj=q1r13+q2r23++qujj qkTaj=rkj P k=1: j_l

lasl=1, .

33

3-1
q = (aj -2 -rkj]/rjj
k=1

j-1
2 - Sa
k=1

pentru j=1:n

9; = 3
pentru k=1:j-1
, o= I % .
Tkj B D

q; = 95 — z qi Ty
k=1
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Algoritmul Gram-Schmidt clasic este numeric instabil. Rezultate mult mai bune ne
furnizeaza o varianta modificata

d:’ ax=rix d:19:’ ax=d1rix
(I-9:9:" ) axr=d1roxt..+qLix 9" (I-q:19:1’ ) ax=rax
Ad2’ (I-q19:1’ ) ax=qorax (I-9:19:") (I-9292' ) ax=q3rax+..+ Tk

Q=A
pentru k=1:n
o= g |
qk=qk/ Tk
pentru j=k+l:n
=9k’ dj
95595~ Ak Lxj
Algoritmul Gram-Schmidt clasic

[Q@, R] = Gram Schmidt(m, n, A)
% Intrari:
A = matricea de factorizat (baza initiala)
% Iesiri:Q = factorul ortogonal (baza
% ortonormata)
% R = factorul superior triunghiular
[m,n]=size(A) ;
for i =1 : n
R(1:i-1,i) = Q(1:m,1:i-1)"'*A(1:m,i);
y =A(l:m,i)-Q(1:m,1:i-1)*R(1:i-1,3i);
R(i,i) = norm(y)
Q(1:m,i) =y ./ R(i,i);
end

Algoritmul Gram-Schmidt modificat

[Q, R] = Gram_Schmidt Modificat(m, n, A)
$Intrari: A = matricea de factorizat
% (baza initiala)
%$Iesiri:Q = baza ortonormata
% R = factorul superior triunghiular
[m,n]=size(A) ;
for i =1 :n
R(i,i) =norm(A(l:m,i));
Q(l:m,i) = A(1l:m,i) / R(i,i);
for j =i+l : n
R(i,3j) = Q(l:m,i)' *A(1l:m,j);
A(l:m,j)= A(1l:m,]j)- Q(1:m,i)*R(1i,]3):
end
end
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