Curs 3

Propagarea erorilor in rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare.

O norma vectoriala se defineste ca o aplicatie:
|- : R® > R*
x> | x|

care satisface urmatoarele axiome:
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satisface proprietatile unei norme vectoriale. Ea este cunoscuta sub numele de norma

Holder (sau p-norma).

Particularizdnd valorile lui p se obtin relatii de calcul ale unor norme vectoriale

uzuale. Astfel pentru x e c": avem:

p=1 = || x || L= | x, |, norma Napoleon,
i=1
p=2 = || x || . i x| 2, norma Euclid,
i=1
p = = ||x||w=m?x | =, |.

MATLAB: ||X||; se calculeaza apeland functia norm(x,1) , ||X||2 cu norm(x) sau
norm(x,2) si||X||, cu norm(x,inf)si in general p-norma Hoélder se calculeaza cu

norm(x, p)-

Doud norme |- ||p si|- ||q (nu neaparat norme Holder), sunt echivalente, daca exista

constantele K,,K, >0 astfel incat:
Koo x| osf=x],< ran]x],.

Toate normele vectoriale din R™ (sau C") sunt echivalente.
Pot fi verificate relativ usor relatiile:

[ =l-<]=].ssn-|=].,
[ =lo<l=].sna-]=]..
[ =losl=lesvn-|=]..

Norma matriceala se defineste axiomatic ca o aplicatie:

| -] :=&" - r", (sau c™* > R")
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care satisface proprietatile:
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la care se adaugd pentru “norme consistente” conditia suplimentara:

s Jaxe| < Jaf-]=]
Norma matriceald: > )’ | A, | nu este 0 norma matriceala consistenta.
i j

Norma Frobenius se defineste ca:

R HECETR

Norma matriceala subordonata unei norme vectoriale P (nu neapdrat norma
Holder) se exprima prin:

| 2. x|
”A"p= su%a ||x|| =
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O norma matriceald poate fi subordonatd la doua norme vectoriale:
_ |2 =],
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Se obtin astfel normele matriceale mai des folosite:
m
max | A,.
j lz=1 ’
max Z | A
i j=1

" A "2 = Vp(A ’ AT) = oz(A)-

unde p() este raza spectrald (vezi cap.9) a matricei A*A", iar o,() este valoarea
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singularda maxima a matricei A (vezi cap.12).

MATLAB: ||A||; se calculeazd" apeland functia norm(A,1) , ||Al|z cu norm(A) sau
norm(A,2), ||Alle cu norm(A,inf) ,iar norma Frobenius |[|Allr cu
norm (A, ‘fro’).

Pentru o matrice 2 € R™" avem relatiile:

[al.<laf.<ww- [a].



fafslar Jessm-fa].

In calculele cu matrice se folosesc in mod frecvent urmatoarele notatii:

| A | = ( | Aij | )lsiSm,lstn
|A|S|B|:>|Aij|s B, | ,i = 1L:m 3j = 1:n
De asemenea vom scrie: A > 0, A > B, daca matricile A, respectiv A — B sunt

simetrice (hermitice in cazul complex) si pozitiv-definite.

In rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare, anumite matrici (rdu conditionate) pot crea
dificultati, in sensul ca mici variatii ale datelor pot produce mari variatii in solutii. Astfel
daca in sistemul de ecuatii :

10 - x, +7-%x, +8-%x, +7-x%x, = 32
7-%x, +5-%x,+6-x;+5-x, =23
8-x, +6-x,+10-x, +9-x, = 33
7-%x, +5-%x,+9-x,+10-%x, = 31

avand solutille x = [1 1 1 1]’ .Seaplica termenilor liberi mici perturbatii astfel
incat devin:

b"™=[32.1 22.9 33.1 30.9]".

Se obtin solutiile noului sistem:

x=[9.2 -12.6 4.5 -1.1]1".

Sa consideram sistemul perturbat:

A.x" = Db

A. (x+6x) = b+06b

A.0x = ob

8x = A"t b = |8x| < [a.|8b|
b=2ax = |b| < [a].]x]

ol 18] =< [a]. a7 . =] . |3b]

M < x(a) M in care s-a notat cu:

=l (]

k() = ||A||.||A™|| numdrul de conditionare al matricei, care actioneaza ca un factor
de amplificare al perturbérii solutiilor datorite variatiei termenilor liberi
O relatie asemdnatoare se obtine in cazul perturbarii matricei coeficientilor :

(A4+8A) . (x+6x) = b = A. dx = - 8A.x = 6x = -A™'. 8A.x



] 5A
[8x] < a7 .8a]. x| = "" }ﬁ" x(2) "||A||"

Daca in relatiile anterioare nu se neglijeaza termenul 8A.Jdx se obtine o majorare mai
exactd de forma:

K(A) . |7

||x|| - 1 - K(A) I |

Daca se considera ca numerele reale au mantisa reprezentata cu t cifre binare
semnificative:

|85 < 27°. |ayy| = [8a] < 27°. &

-t
x| . 2 - x(a)

x| T 1-2"°.x(a
=]

Se wverifica relativ usor urmatoarele proprietati ale numarului de conditionare al unei
matrice>

k(A)21

k(A)= k(A1)

K(cA)= k(A)

Numidrul de conditionare depinde de norma considerata.

In MATLAB numirul de conditionare al unei matrice in normi p se calculeazi cu
cond (A, p)

Pentru matricele cu numar de conditionare mare (matrice rau conditionate) amplificarea
erorilor din datele initiale este mare, indiferent de cat de exact sunt efectuate calculele,
justificand variatia relativd mare a solutiilor in raport cu variatia termenilor liberi.

Hilbert Wilson Rutishauser
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Metode aproximative de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare

Metodele exacte de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare, avand complexitate
O (n?) , au aplicabilitate limitatd la ordine de sisteme ce nu depisesc 1000. Pentru
sisteme de dimensiuni mai mari se utilizeazi metode cu complexitate O (n?) intr-un
pas de iteratie. Acestea utilizeaza relatii de recurentd, care prin aplicare repetata
furnizeazad aproximatii cu precizie controlatd a solutiei sistemului.

Sistemul A.x=Db este adus la forma echivalentd x=G . x+c. Pornindu-se cu o
aproximatie initiald x‘°> a solutiei se genereazi, folosind o relatie iterativd de forma:

x®V=g. x® 4c

(0) (1) (p)
14

un sir de vectori: x*°’ ,x'", .., x
Matricea G reprezintd matricea de iteratie, iar c - vectorul de iteratie.



Aplicarea, intr-un pas, a iteratiei are complexitatea O (n?).
Conditiile in care sirul este convergent poartd numele de conditii de stabilitate).

In ipoteza convergentei sirului ~ lim x® = x’
> P>®

X'=G.x"+c = xP -x" =G. (xPV-x") = eP=Gg.ePV=E? "

V= =GP.e"

lim e®= 0 sie® £ 0kimG® =0

p—o® po®

Conditia de stabilitate admite reprezentarile echivalente:
Il <1 <  pe) <1

in care p (G) reprezintd cea mai mare valoare proprie in valoare absoluta a matricei de
iteratie (raza spectrala.

Verificarea conditiei de stabilitate, in oricare din cele 3 forme, nu se face, deoarece ar
implica un efort de calcul considerabil. Sirul se presupune convergent, si determinarea
limitei presupune ca apropierea in norma intre doi termeni din sir, in vecinatatea limitei
sa se faca inaintea depasirii unui numar maxim impus de iteratii, adica:

||§(p+1> _ E(p)" < e ||§<p)|| si p < maxiter

Limita sirului trebuie sa coincida cu solutia exacta a sistemului de ecuatii liniare, adica
x*=x relatie cunoscutd sub numele de conditie de consistenta. O metoda stabila si
consistenta este convergentd.

Descompunem matricea sistemului sub forma

A=N-P

impunand conditia ca matricea sa fie usor de inversat

(N-P) .x = Db

x = N'.P.x + N'.b

x™U= N* P.x™ + N*'.b =6.x"™ + ¢

in care G=N"1. P este matricea de iteratie, iar c=N"".b este vectorul de iteratie.

Se partitioneaza matricea punand in evidentd o matrice diagonala D, o matrice strict
inferior triunghiulard L (cu elemente diagonale nule) si o matrice strict superior
triunghiulard U.

A=D-L-U

In metoda Jacobi se aleg:
N=D

P=L+U

G,=D"* (L+U)
D.x®=(L+U) .x® +b

(p)
b, - X ay - x|
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Metoda Gauss — Seidel alege:
N=D-L

P=U

Ges=(D-L) 'U

(D-L) x P =ux P 4+b

Metoda Gauss-Seidel este convergentd dacd matricea sistemului este diagonal
dominanta pe linii.

(Reich) Metoda Gauss-Seidel este convergenta daca matricea sistemului este simetrica
si pozitiv - definita.

[x,succes] = GaussSeidel (A,b,x0,maxiter, tol)

$ rezolvare sistem cu Gauss-Seidel
$ Intrari: A = matricea sistemului

% b = vectorul termenilor liberi
% x0 = aproximatia initiala solutii
% maxiter = numdr maxim admis de iteratii
% tol = precizia determinarii solutii
% Iesiri: =x = solutia sistremului
% success = indicator convergenta metoda
[m,n] = size(A);
if m~=n
error (‘matricea trebuie sa fie patrata!’)
end;
for k=1 : maxiter
for i =1 : n

sl=A(i,1:i-1)*x(1:i-1);
s2=A(i,i+1l:n)*x0(i+1l:n);
x(i) = (b(i)-sl1l-s2)/A(i,1)

end

p = norm(x-x0,1) ;
q = norm(x, 1);
x = x0



if p < tol*q

break;
end;
end
succes = k<=maxiter

}

Pentru gésirea unei descompuneri cat mai rapid convergente se introduce parametrul de
relaxare w:
A=N-P=N-wN-P+wN=(1l-w) N- (P-wN) =N (w) -P (w)

-1

(- w- N

G(w) = N '(w) - P(w) = 1N

G—-—w-I

G(w)= l1-w

Daci se noteazi cu A; valorile proprii ale matricei G=N"'P, atunci valorile proprii ale
matricei G (w) vor fi

A

l1-w

- W
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A (W) =

p(G(w)) = max A, (w)| < 1

Determinam w¥* astfel ca:

ot ) = s ofcl)

* -
max }xi(w )| = min max |Ai(w)|
i w 1
*
A, —w ) A, - w
max ———— | = min max
i 1-w w=1l i 1-w

In practicd, metoda suprarelaxarii ia

N(w):%-D—L P(w):(%—l)-D+U
G, =D-w-1)"-[@-w)-D+w-U]

Dacd A;;#0, atunci p (Gy) >w-1 si conditia de stabilitate impuneca 0 < w < 2.

Daca matricea este tridiagonald si pozitiv-definitd, atunci valoarea optima a parametrului
de relaxare este

2

Woptim 1+ m

Relatia de recurentd are 1n acest caz forma

NGo) =% = Bw) - 2 + b

(i.D_l_LJ_E(kH) =[1_W'D—U)'§(k)+9
w w
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