Algoritmul QR cu deplasare explicita

Algoritmul QR, considerat drept unul dintre rezultatele cele mai remarcabile ale calculului
numeric matriceal (elaborat, in forma sa cea mai evoluatd, independent, de catre V.N.
Kublanovskaia [20] si J.G.F. Francis [9]), este, In esentd, o procedura de constructie iterativa a
unui sir de matrice ortogonal asemenea cu matricea initiald si rapid convergent catre forma
Schur reala.

Asa cum am mai precizat, ne vom ocupa practic in exclusivitate de calculul valorilor proprii
pentru matrice reale din trei motive:

- matricele reale sunt cel mai des intalnite in aplicatii;

- cazul matricelor complexe poate fi redus la cel al matricelor reale de ordin dublu (vezi
problema rezolvata R9.13.);

- versiunea complexa necesitd introducerea mijloacelor adecvate (transformari unitare,
reflectori si rotatii complexe etc.) pentru care nu dispunem de spatiul tipografic necesar;
precizam totusi ca ideile sunt absolut similare iar cititorul interesat poate consulta [5], [13],
[29].

Toate versiunile algoritmului QR sunt organizate in doua etape:

1. etapa directd, de reducere a matricei date la forma superior Hessenberg prin

transformari ortogonale de asemanare (algoritmul HQ din sectiunea precedenta);

2. etapa iterativa, de constructie recurentd a unui sir de matrice convergent catre forma

Schur reala.
In cele ce urmeazi vom considera parcursi prima etapi si numai la asamblarea intregului
algoritm vom evidentia in mod explicit reducerea la forma superior Hessenberg.
Partea iterativa a algoritmului QR prezintd patru versiuni si anume

a) cu deplasare explicita cu pasi simpli,

b) cu deplasare explicitd cu pasi dubli,

¢) cudeplasare implicitd cu pasi simpli,

d) cu deplasare implicita cu pasi dubli,
dintre care numai ultima este utilizata ca baza a programelor profesionale de calcul al valorilor si
vectorilor proprii. Motivele constau in faptul c¢d versiunile cu pas simplu nu asigura convergenta
in prezenta valorilor proprii complexe iar versiunea cu pasi dubli cu deplasare explicita este
ineficienta, ascunzand, Intr-un mod cu totul insidios (!), calcule redundante. Totusi, pentru
claritatea expunerii (de exemplu, pasul dublu este, in esentd, concatenarea a doi pasi simpli
succesivi), vom parcurge, la nivelul ideilor, relatiilor si al eventualelor scheme de calcul, toate
versiunile; scrierea detaliatd a algoritmului formal o vom face numai pentru versiunea cea mai
evoluata si anume cea cu deplasare implicitd cu pasi dubli.

Algoritmul QR cu deplasare explicita cu pasi simpli

nxn

Fie matricea superior Hessenberg ireductibili H € R (daca matricea H este reductibila,
atunci problema fie isi reduce dimensiunea, fie se sparge in doua subprobleme de dimensiuni
mai mici). Algoritmul QR cu deplasare explicita cu pas simplu este definit de urmatoarea schema
de calcul

l.H, = H

2.pentruk =0, 1, 2,...
LB —nI, = QR
2.He,; = RQy + 1l




care construieste iterativ sirul matriceal

H,,H, ... B, ,H ., -,

numit sirul QR. Instructiunile din ciclu definesc o iteratie sau un pas QR. In aceastd sectiune vom
descrie succint proprietitile sirului QR si vom da o justificare calitatilor sale exceptionale de
convergenta.

Dupa cum se observa, un pas QR este format dintr-o factorizare QR (vezi capitolul 2) a matricei
curente H, avand elementele diagonale "deplasate” cu scalarul x, $i apoi matricea succesor
H,, se obtine din multiplicarea, in ordine inversd, a rezultatelor factorizarii, urmatd de

refacerea deplasarii. Principalele proprietati ale acestor transformari sunt sintetizate n
urmatoarea teorema.

Teorema 1 a) Matricele H, si H,,, si, prin urmare, toate matricele sirului QR, sunt
ortogonal asemenea.

b) Un pas QR conserva structura superior Hessenberg. Prin urmare daca matricea initiala
este superior Hessenberg, atunci toate matricele sirului QR sunt superior Hessenberg.

Demonstratie. a) Din prima relatie a pasului QR avem R, = Q7 (H, — p,I ), de unde

T T
Hep = ReQe + 1l = Qu(H, — 1 I)Q + 1l = QHQ,.
In consecinti, toate matricele H, din sirul QR sunt ortogonal asemenea cu matricea initiald # .
H, = Q;HQ, , k=012 ..
unde matricea cumulata a transformarilor ortogonale
Qr = QpQ; -+ Q1
se poate obtine iterativ cu relatiile
QO = QO = Inl Qk+1 = Qka/ k = O, 1, 2,

b) Dacd H, este o matrice superior Hessenberg, atunci in factorizarea QR din instructiunea 2.1
matricea ortogonald Q, rezultd superior Hessenberg (demonstrati!). Cum produsul unei matrice

superior triunghiulare cu o matrice superior Hessenberg este superior Hessenberg (demonstrati!),
rezultd cd H,,, este o matrice superior Hessenberg. Teorema este demonstrata.

Faptul ca toate matricele din sirul QR sunt superior Hessenberg are urmari benefice pentru
eficienta algoritmului QR (complexitatea unei iteratii se reduce de la O(n®) la O(n?).

In continuare expunem o proprietate extrem de important a sirului QR, proprietate care, nefiind
adevaratd intotdeauna, nu este un fapt matematic si, prin urmare, nu a putut sa fie inclusd in
teorema de mai sus. Proprietatea s-a dovedit adevarata practic in toate aplicatiile concrete dar a
fost invalidatd pe exemple special construite in acest scop. Remarcam aceastd situatie
paradoxala in care un rezultat fara valoare universala std la baza celei mai performante metode
de calcul al valorilor proprii ale unei matrice. Enuntul proprietatii este urmatorul.

¢) Printr-o alegere adecvati a deplasirii x, sirul QR converge, aproape intotdeauna, citre
forma Schur a matricei # .




Justificare. Vom arata mai mult, si anume ca, printr-o alegere corespunzatoare a deplasarilor
4, , aceastd convergentd poate fi facutd extrem de rapida. In fapt, trebuie aratat cd unele din

elementele subdiagonale ale matricei H, se anuleaza asimptotic cand k —>oo. Pentru

simplificare, considerdm ca matricea H are numai valori proprii reale, respectiv trebuie anulate
asimptotic toate elementele subdiagonale (in caz contrar trebuie sa ludm in consideratie deplasari
complexe).

R, = Qi(Hk - l‘lkIn) = Qi(éiﬂék - ukIn): q‘3:+1(H - ukIn)ék’
de unde avem
6k+1Rk = (H - kan) : ék .
Tindnd seama de faptul ca matricea R, este superior triunghiulard, prima coloana a egalitatii
devine (in cazul p, ¢ A(H))

(B - n1,) - &9,

~(k+1)
1

(k)
I
~(k ~ . . < . o .. ~ . ..
unde qg ) = Q, e, . Relatia aratd ca prima coloana a matricei ortogonale Q, se supune iteratiei
metodei puterii si, In consecintd, tinde catre vectorul propriu unitar asociat valorii proprii
dominante a matricei A — p, I, (daca initializarea 7”are componentd nenuli pe aceastd
directie, ceea ce, generic, este satisfacut), respectiv

Q, = lZ!.imék = [x1 Y].

)
Conform procedurii de deflatie rezulta ca

1im h{¥Y = o,

k>
adica matricea H, tinde cétre forma Schur in prima coloana punand in evidenta pe pozitia (1,1),
o valoare proprie (reald) a matricei H.
Transpunand relatia avem RTQT,, = QF (HT - kan) , sau
o,Ri = (HT - kan) 0, +1 - Luand egalitatea ultimelor coloane din ultima relatie obtinem

B - nI,)- &% = 8%,

care aratd ca ultima coloand a matricei Q, se supune iteratiei puterii inverse pentru matricea H

cu deplasarea curentd de accelerare a convergentei u, . In consecintd, coloana 8'1511‘) tinde catre

un vector propriu al matricei H* gi anume catre cel asociat valorii proprii A = p, = lim p,,
k—>o©

cea mai apropiatd de aproximatia initiald. Aceastd convergentd este cu atdt mai rapida cu cat
deplasarea curenta este mai apropiatd de o valoare proprie a matricei H . In consecintd, analog
cu (110) si simultan cu ea, avem

~

Q, = lim ék =[Z un],

k—>w®
unde u, este un vector propriu unitar al matricei H*. Rezulta ca matricea limita a sirului QR este:
~ ~ ~ ~ T
B, = 013, = (67873, ).

Dar, intrucat A(HT) = A(H) si HTun = A_u_, rezultd relatia

n-n?’



care pune in evidentd o deflatie in ultima coloand a matricei H® sau, echivalent, o deflatie in
ultima linie a matricei H. Tindnd seama de faptul cd procesul iterativ are loc cu conservarea
structurii superior Hessenberg rezulta ca in matricea H, din sirul QR avem

1im h®)

k> n,n-1

=0

cu o viteza mare, caracteristicd metodei puterii inverse. Din (115) reiese ca

lim h{) = a

n
k—>o0

ceeace inseamna ca hgf,) reprezintd o aproximare din ce In ce mai bund a valorii proprii A, . In
consecinta, alegerea deplasarii
= p®

]‘lk - hn,n
asigurd o convergentd patratica (adica excelentd) pentru anularea elementului h, ;.
Am aratat deci ca sirul QR asigura o deflatie iterativa in prima coloana si, cu alegerea (117) a
deplasarii, una foarte rapida in ultima linie. In practica se constatd chiar mai mult, si anume,
reducerea simultana, cu viteze diferite, a tuturor modulelor elementelor subdiagonale, fapt care
explica remarcabilele proprietati de convergenta ale algoritmului. Cu toate acestea exista situatii
“patologice”, dificil de caracterizat matematic, in care sirul QR nu converge (vezi [5]). Cu
aceasta observatie incheiem justificarea proprietatii c).

Trunchierea procesului iterativ al sirului QR se face progresiv, anulandu-se efectiv elementele
subdiagonale convergente citre zero in momentul satisfacerii unui criteriu de forma

0| < e ]
sau, mai simplu:
‘hgf)p—l‘ < e (‘hg‘—)l,p—l‘ + ‘hg;) )

unde € este o tolerantd precizatd, iar || o norma matriceald oarecare. Anularea unuia sau mai

multor elemente subdiagonale reduce, evident, dimensiunea problemei de deflatie iterativa,
spargand eventual problema curentd in doua sau mai multe probleme de aceeasi natura.

Intrucat, asa cum s-a mai mentionat, implementirile profesionale ale algoritmului QR merg pe o
cale specifica (prezentatd mai departe), recomandam cititorului, ca un exercitiu util, sd elaboreze
algoritmul de implementare a unui pas QR definit in (101) cu alegerea (117) a deplasarii. Se
recomanda efectuarea calculelor pe loc, in tabloul matricei initiale H <« H, . Pentru factorizarea
QR a matricei H — pI_, din (101) se recomanda utilizarea unei secvente de rotatii plane.
Calculul efectiv al matricei de transformare curente O =0, nu este necesar putdndu-se utiliza
forma sa factorizata

Q = P, Py -+ P,

n-1,n"

Astfel schema de calcul propusd pentru suprascrierea matricei H = H, cu matricea succesor
H,,, din sirul QR are urmatoarea forma.



1‘ /u = hnn
2. He H-pul,
3. Pentru j=1:n-1
1. Se determina rotatia plana P, ;,, astfel incat
(Pj],-j+1H)j+l,j = O .
T
2.H« P ; H
4. Pentru j=1:n-1
l. H< HP,
5. H—H+ul,

Algoritmul QR cu deplasare explicitd functioneaza foarte bine in cazul matricelor cu spectru
real, existenta valorilor proprii complexe creaza probleme serioase in evidentierea asimptotica a
blocurilor 2x2 din forma Schur reala.

9.5.2. Algoritmul QR cu deplasare explicita cu pasi dubli

Pentru depasirea dificultatilor legate de absenta convergentei sirului QR creat de utilizarea
pasilor simpli atunci cand matricea are valori proprii complexe se adoptd asa numita strategie a
pasilor dubli QR care comprima intr-o singura iteratie doi pasi simpli QR succesivi. Pentru a
deduce procesarea aferentd unui pas dublu curent observam cé din ecuatiile a doi pasi simpli QR
consecutivi descrisi, conform relatiilor (101), de

B - mI, = QR

He o = RQp + 1l

Hk+1 - pk+1In = Qk+1Rk+1

Heoo = RepaQuyr + BiiaIn
rezultd mai intdi H,,, = Q,H,Q,, relatie care, introdusi in ecuatia a treia din (122), conduce
la QfH,Q, — ¥..,I., = Q,.;R,.,. Inmultind aceasta relatie la stinga cu Q, si la dreapta cu

R, obtinem H,Q,R, — n,.,9,R, = Q,0,.,R, ., R, ecuatie care permite obtinerea lui H,,,
direct din H, pe baza relatiilor

(Hk - ]‘lk+1In) (Hk - kan) = Q. Qu 1R 1Ry
He,, = (Qka+1)THkaQk+1

care, la randul lor, se mai scriu sub forma

M =H -sH +pJI = QR«k
Yy
Hk+2 = QkaQka

unde s, = B, + P, Sl Px = BBy, Evident, matricea ak = Q,9, ., este ortogonald

iar matricea Rk = R, ;R, este superior triunghiulara.

Ceea ce este important constd in faptul ca intr-un pas dublu QR apare ca deosebit de naturala
alegerea celor doud deplasdri p,, n,,; egale cu cele doud valori proprii (posibil complex

conjugate) ale blocului 2x2 din dreapta jos a matricei curente H, , i.e. ale matricei




G = | 1) w0

n,n—-1

|:h£1k—) 1,n-1 hs;k—) 1, ni|

Aceste deplasari apar in expresia matricei M numai in forma sumei i produsului

Sy = P t Wy = 070 F hﬁ.k)n
_ h(k) h(k)

Px = BBy < hs;k—)l,n—lhgf)n n,n-10n"1n>

care sunt reale, inclusiv in cazul in care blocul G, are valori proprii complexe. In consecintd,

matricea M este reala, produsul akﬁk reprezinti factorizarea QR a matricei M cu Q, si R,
reale si deci toate calculele aferente unui pas dublu QR pot fi efectuate In exclusivitate in
aritmeticd reald. Mai mult, matricea H,,, din (124) fiind aceeasi cu matricea H,,, din (122)
pasul dublu QR conserva si el structura superior Hessenberg.

In concluzie, algoritmul QR cu deplasare explicita cu pas dublu are la baza urmatoarea schema
de calcul

1. Pentru k=1,2, ...
l.s=h,_, +h,

2. p=h,_ P, —h,, h

3. Se calculeazd M = H> —sH + pl,

4. Se factorizeaza M = QR
5. H« Q"HO

n—1,n

care, in forma implementabila, se completeaza cu procedura de trunchiere constand in anularea
efectiva a elementelor subdiagonale ce satisfac o conditie de tipul (118) sau (119) si
monitorizarea elementelor subdiagonale nule pentru detectarea termindrii (testul de terminare ar
putea fi inexistenta a doud elemente subdiagonale nenule consecutive).

Schema asigura o convergentd rapida a matricei H catre o structurd cvasisuperior triunghiulara
cu blocuri diagonale de dimensiune cel mult 2x2 care, fie ca este chiar forma Schur reald
urmaritd, fie ca permite calculul direct si imediat al acestei forme prin triangularizarea, cu
ajutorul unor transformari de asemanare ortogonald, a blocurilor 2x2 cu valori proprii reale.
Motivul pentru care schema (127) nu constituie suportul implementarilor profesionale ale
algoritmului QR este legat de slaba sa eficientd. Intr-adevir este usor de vizut ci un pas simplu
QR are o complexitate O(n*), datoratd in principal structurii Hessenberg cu care opereaza. Doi
pasi simpli QR vor avea aceeasi complexitate. In schimb un pas dublu, in varianta (127) necesita
calculul explicit al matricei M, crescand complexitatea la O(n’) . Acest spor de efort de calcul nu
are o fundamentare teoreticd ci se datoreazd mai curand inabilititii noastre de a organiza
calculele in cadrul unui pas dublu QR in asa fel incat sd pastrim complexitatea O(n’). Asa cum

se va vedea in sectiunea urmatoare, abilitatea necesard pentru evitarea cresterii complexitatii este
departe de a fi banala.

9.6. Algoritmul QR cu deplasare implicita

Baza teoretica a elaborarii unui algoritm eficient pentru un pas dublu QR este data de teorema 6
conform céreia reducerea unei matrice la forma superior Hessenberg prin transformari
ortogonale de asemanare are matricea ortogonald de transformare determinatd, in esentd, de
prima sa coloana.




Concret, putem reduce complexitatea unui pas dublu QR, la O(n®) procedand in modul
urmator:

1. Se calculeaza prima coloana a matricei M , i.e.

m=M(,I).
2. Se determina reflectorul elementar U, astfel ca
(Um)@2:n)=0.
adica
Uymy = —sign (mu)" m1||el =pé

3. Se calculeaza
N=U'HU,

4. Se aplica matricei N algoritmul HQ de aducere la forma superior Hessenberg:
H=0"NQ.

Procedura de mai sus calculeaza forma superior Hessenberg
H= (U1Q)THkU1Q = éTHké

cu matricea de transformare Q avand proprietatea

~ 1
Q(:, 1) = U,Qe; = Uye, = Eml,

penultima egalitate datorandu-se faptului ca Q=diag(1, 5) (vezi algoritmul HQ), iar ultima
rezulta din.

Pe de alta parte, din prima relatie (124), datoritd formei superior triunghiulare a matricei Ry,
rezulta

akel = o Mo
r1(1)
in concluzie, matricele ortogonale de transformare O si O au aceeasi prima coloana si deci,
conform teoremei 9.6, dacd matricele A din (113) si H 1+, din (124) sunt ambele ireductibile

atunci ele sunt, esential, aceleasi. Pentru a ne convinge de complexitatea O(n”) a procedurii vom
explicita relatiile (128) - (132). Mai intai vectorul m, are expresia

hil + h;;hy; —sh; +p
h21(h11 + h22 - s)

m, = h,.h,,

0

in care am omis scrierea indicelui & asociat matricei H,. Vectorul m, avand numai trei
componente nenule, calculul sau necesitd un numar de operatii independent de #, deci are o o
complexitate O(1). In plus, reflectorul U, din (129) are structura

U, = diag (Ul, In_3)
cu U, e R* a carui determinare are, de asemenea, o complexitate O(1).

In calculul matricei N sunt afectate numai primele trei linii si primele trei coloane ale matricei
H, = H . Intr-adevar, daca partitionam




H H
I-121 H22

atunci
1T IT 31T
N U1H11U1 U1H12:|

UJHU, = [ =
I-121Ul H22

In plus, blocul H,, are structura

0 h,,
0 0 O

Hy,, = .
0 0 O

si, prin urmare,

BT, = [[0 0 z]ﬁ} _ [ N } .

0 n-4

adica transformarea (131) altereaza structura Hessenberg a matricei H# numai 1n pozitiile (3,1),
(4,1) si (4,2). Prin urmare, aplicarea algoritmului HQ are ca obiectiv anularea, prin transformari
ortogonale de asemanare, a celor trei elemente nenule ale matricei N alterante ale structurii
superior Hessenberg. Pe de altd parte, aceastd particularitate structurald (numai trei elemente in
afara structurii Hessenberg in matricea initiald) obliga la adaptarea algoritmului HQ astfel incat
sd se obtina o eficacitate maxima. Schema de calcul a acestei particularizari a algoritmului HQ
este urmatoarea.

1. Pentru j=1:n-2
1. Se determina reflectorul elementar U, astfel incat
(U, ,N)(i,j)=0 pentru i=j+2:j+3 gi i<n.
2. N«U, N

3. N« NU,, N

j+l1

cu precizarea ca diferenta fata de algoritmul HQ standard constd in faptul ca de data aceasta, la
fiecare pas se anuleaza numai doua elemente (la ultimul, unul singur), celelalte elemente fiind
nule din start.

SNu este greu de constatat ca reflectorii elementari utilizati in schema (142) au structura

Ujer = diag(Ijlt_Jj+1l In_j_3), j=1:n-3
U = diag (In_z, ﬁn_l) ,

n-1

3x3

unde Us41 € R**3, Uo1 € R¥*?

sunt reflectorii elementari de ordinul 3, respectiv 2.
Pe aceastd baza rezultd imediat cd numarul asimptotic de operatii aritmetice necesar pentru
executia schemei (142) este N, = 10n?, la care se adaugd n—2 extrageri de radicali. Daci se

doreste acumularea transformarilor, respectiv calculul matricei Q din relatia (132)
Q=UU,..U

n-1
9

sunt necesare N;P =~ 10n? operatii suplimentare.




Exemplificim, pentru clarificare, evolutia structurald datoratd executiei schemei (142), pentru
cazul particular n=5.

X X X X X

XX X X X
N=® x x x x| =
® ® X X
100 x x|
X X X X X _><|>_<>_<>_<|><_ X X X X X
|x x x x x| X |x x x| x X X X X X
NeU,NH|@ x x x x||= N<NU, =0 |x x x| x| = N<UN=/0 |[x x x x|| =
1Y & x x x| 0 |® x x| x 0D x x x|
0 0 X x 0 1® ® x| x 019 ® x x|
><><‘>_<>_<;| [x x x x x] _><><x|_><><_|_
><><|><><><| X X X X X X X X |x x|
N(—NU3=0><|>< x X|| > N«UN=[0 x x x x| >N«NU,=10 x x |x x|
00|><><><| 0 |>_<>_<><_| 00 [x x|
00 |® x x| 0 0 |@ x x| 00 0 |x x|

In diagramele de mai sus simbolul ® marcheaza elementele care altereaza structura Hessenberg,
simbolul & marcheaza elementele anulate la pasul curent, iar Incadrarile marcheaza elementele
afectate de multiplicarea matriceala curenta.

In concluzie, complexitatea pasului dublu QR cu deplasare implicita, definit de (128)-(132) si
prezentat prima datd de J. Francis [9] si V.N. Kublanovskaia [20] in 1961 este O(n*), aceasta

forma reprezentand baza implementarilor performante ale algoritmului QR de reducere iterativa
a unei matrice la forma Schur reala.

In scrierea efectiva a algoritmului de implementare a unui pas dublu QR cu deplasare implicita,
din motive de concizie, vom utiliza functiile refmat si matref de premultiplicare, respectiv de
postmultiplicare cu un reflector elementar (vezi algoritmii 9.3 si 9.4), al caror apel tine seama de
structura speciald din acest caz. De asemenea, nu se realizeaza calculul efectiv al matricei de
transformare dar vor fi furnizate elementele definitorii ale reflectorilor utilizati. Concret, pentru
calculul matricei Q este suficienta cunoasterea reflectorilor de ordinul 3 si 2

e u;u 3 .
U; = I, - , u; € R, j=1:n-2
B
T
= u,_,u, _
Un-1 =12_w, u,_, e R? ,

ﬁn—l

ale caror elemente definitorii vor fi memorate intr-o matrice V € R

T
3

3x(n-1) astfel incat

n—

u
V(:,j)=uj, j=1:n—2,V(:,n—1):|:0

1} siunvector b € R*™ ! al

scalarilor 5, j =1:n - 1.

Cu aceste precizari, prezentim mai jos algoritmul de implementare a unui pas dublu QR cu
deplasare implicitd, cu comentarii care sa permita identificarea simpla a consideratiilor teoretice
de mai sus.



Algoritmul 6

[H,V.,b]=QR2 (n,H)
/* Implementarea unui pas dublu QR cu deplasare implicita.
/* Intrari: n = ordinul matricei Hessenberg ireductibile de intrare;

/* H = matricea reald superior Hessenberg ireductibila

/* Iesiri:  H < Q"HQ - suprascrierea matricei de intrare cu matricea
/* succesor din girul QR cu pasi dubli;

/* V e R*“™" matrice cu elementele vectorilor de ordinul 3 ce
/* definesc reflectorii utilizati;

/* be R"" vectorul ce contine scalarii /3, .

1./* Calculul sumei si produsului deplasarilor (126)
1. s=Hm-1L,n-1)+H(n,n)
2. p=Hm-1,n-1)-H(n,n)—Hn-1,n)-Hn,n-1)
2. /* Calculul elementelor nenule din m, cu (136)
1. m(1) = (HLD)Y + H(1,2)- H2,) - sHL)+ p
2. m(2)=HQD)-(HL)+H(2.2)-s)
3. m(3)=H(21)-H(3,2)
3. /* Calculul reflectorului elementar U, din (137)
1. o =sign(m, (1))-||m1||2
2. u()=mD+o
3. u(2:3)=m(2:3)
4. V() =u
5.b())« B =ul)-o
4. /*Calculul matricei H <~ N =U] HU, din (131)
1. [H(:3,:))]=refmat (u,b(1), H(1:3,:))
2. [H(1:4,1:3)]=matref (H(1: 4,1:3),u,b(1))
5. /*Readucerea lui H la forma superior Hessenberg
1. Pentru j=1:n-3
1. /* Calculul reflectorului U,
1. o =sign(H(j+1/)-[H(j+1: j+3,))],
2. u(l)=H(j+1,j)+o
3. uR:3)=H(j+2:j+3,))
4.V, j+1)=u
5. b(j+1) < B, =u(l)-o
2./* Caleul H <~ U} HU,,,
. Hj+1,j)=-oc
2. H(j+2:j+3,/)=0
3. [H(j+1:j+3,j+1:n)]=
refmat (u,b(j +1),H(j+1:j+3,j+1:n))
4. r =min(j+4,n)
S.[H(l:r,j+1: j+3)]=
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matref (H(1:r, j+1: j+3),u,b(j+1))
2. /* Calculul reflectorului U, |
1. o= sign(H(n—l,n—Z))-”H(n—l : n,n—2)||2

2. u)=Hn-1,n-2)+o
3. u(2)=H(n,n-2)

4. u(3)=0
5.Vin-1)=u

6. b(n-1)« B, _,=ull)-o
3./* Calculul H < U \HU, |
1. Hn-1,n-2)=—0c
2. Hn,n-2)=0
3. [H(n—-1:n,n-1:n)]=
refmat (u(1:2),b(n—1),H(n—1:n,n—1:n))
4. [H(:n,n-1:n)] =
matref (H(1:n,n—-1:n),u(l:2),b(n-1))

Algoritmul 5 de reducere la forma superior Hessenberg si algoritmul 9.6 de iterare in constructia
sirului QR reprezintd baza programelor profesionale de calcul a valorilor proprii (cum ar fi cele
din sistemele de programe stiintifice EISPACK, LAPACK, MATLAB, MATEMATICA).
Pentru a descrie intregul proces de calcul, cunoscut sub numele de algoritmul QR, trebuie sa
controldm procesul iterativ prin anularea efectiva a elementelor subdiagonale la scaderea lor sub
un prag precizat, monitorizarea elementelor subdiagonale nule si, pe aceasta cale, cresterea
eficientei prin reducerea progresiva a dimensiunii.

Pentru implementarea acestor aspecte vom utiliza faptul ca deflatia iterativa are loc, cel mai
rapid, in raport cu coltul din dreapta jos al matricei H si, cu o viteza de convergentd ceva mai
redusi, in raport cu coltul din stanga sus. in consecinti, se impune, in monitorizarea zerourilor
subdiagonale, partitia, la fiecare iteratie, a matricei curente H din sirul QR in forma

Hll I-112 I-113
H=|0 H, H,|, H, €RP?, H, e R¥Y,
0 0 H,

astfel incat blocul diagonal H,, sa aiba o structura cvasisuperior-triunghiulara (adica o structura
cu blocuri diagonale de dimensiuni cel mult 2x2 ) de dimensiune maxima, iar blocul #,, sa fie
superior Hessenberg ireductibil, de asemenea de dimensiune maxima (ceea ce implica p minim).
Cu aceasta partitie iteratia curentd se materializeaza in aplicarea pasului dublu QR submatricei
H 22
T

H22 <« Q221-122Q22 b

ceea ce deriva din aplicarea transformarii ortogonale de asemanare globale
. T .

H « d:l.ag(Ip, Qs Iq) “H- d:Lag(Ip,sz, Iq),

cu urmdtoarele efecte asupra celorlalte blocuri ale partitiei
T

H, < Hp - Qp,  Hy < Q- Hys.
Algoritmul isi epuizeaza functia iIn momentul in care intreaga matrice H devine cvasisuperior
triunghiulara, respectiv parametrul ¢ atinge dimensiunea » a matricei.
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Rezultatul procesului iterativ, cu monitorizarea structurala de mai sus, este o structurd a matricei
H avand blocuri diagonale de dimensiune 1x1 sau 2x2 . Pentru a obtine forma Schur real, care
este obiectivul declarat al algoritmului QR, trebuie triangularizate blocurile 2x2 cu valori
proprii reale. Pentru a vedea cum se poate realiza aceasta operatie, vom proceda la deflatia (vezi

9.2) unei matrice B € R** cu
b,, # 0
si satisfacand conditia
A = (b11 - bzz)2 + 4b;,b,; 2 0,
de existenta a valorilor proprii reale
=bll"'bzz_\/K }‘zb'n"'bzz"'\/K

1 2 4 2 2

Determinand un vector propriu unitar asociat lui 4, si completandu-l pand la o matrice
ortogonald, este usor de vazut ca transformarea ortogonala de asemanare definitd de matricea de

rotatie
c s
P =
- s c

}‘1 - b22 _b21
c = ’ s =
\/bgl + (}‘1 - bzz)2 \/b§1 + (}‘1 - bzz)2

conduce la realizarea triangularizarii urmarite

}‘1 b12 - b21
A, '

cu

C:PTBP=[
0

La nivelul matricei cvasisuperior triunghiulare H, daca blocul diagonal 2x2 cu valori proprii
reale se afla pe liniile si coloanele k, k + 1, atunci pentru triangularizarea lui se aplica o

transformare de forma

H<«diag (Ik_erT'];m—k—l) ‘H-diag (Ik—IIP'In—k—l)

cu P calculat ca mai sus.
La fel ca si in cazul reflectorilor, pentru descrierea algoritmicd a transformarii (156) vom

introduce doud proceduri. Prima procedurd, numitd rotmat, va realiza premultiplicarea, cu

. . . 2 2%x2
suprascriere, A <« PA aunei matrice A € R**P *

si datd de parametri scalari csi s.

cu o rotatie P € R“"“avand expresia (153)

Algoritmul 7.

[A]=rotmat (c,s, A)

/* Premultiplicarea unei matrice cu o rotatie.

/* Intrari: c,s = parametri definitori ai rotatiei,
/* Ae R¥? = matricea data.

/* legiri: A<« PA .

1. Pentru j=1:p
1. a=cA(l, j)+sA(2, ))
2. A2, )) < —sA(1, j)+cA(2, ))
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3. AL j) =«

Evident, un apel [4]=rotmat (c,—s,4) va realiza suprascrierea A<« P" 4.
A doua procedura, numita matrot, va realiza postmultiplicarea, cu suprascriere, 4 < AP a unei
matrice 4€ R™* cu o rotatie P e R** avand expresia (153) si datd de parametri scalari csi s.

Algoritmu 8.

[4] =matrot (4,c,s)

/* Postmultiplicarea unei matrice cu o rotatie.

/* Intrari: c,s = parametri definitori ai rotatiei;
/* Ae R™? = matricea data.

/* lesiri: A<« AP .

1. Pentru i=1:m
1. a=A@G1)-c—A(G,2) s
2. A(i,2) < A1) s+ A(i,2) ¢
3. AG) =«

Suntem 1n masura acum s prezentim, in toatd plenitudinea sa, algoritmul QR. Toate matricele
sirului QR vor suprascrie matricea initiala dati. In mod facultativ, pe baza variabilei de optiune
opt algoritmul calculeazd matricea de transformare ortogonald cumulatd Q. Pentru concizie,
produsele matriceale nu au fost explicitate, dar se atrage atentia ca ele trebuie facute cat mai
economicos, exploatand particularitatile structurale ale matricelor factor.

Algoritmul 9.

[4,0]= QR (n, 4,¢,0pt)

/* Algoritmul QR de reducere a unei matrice reale la forma Schur
/* reala prin transformari ortogonale de asemanare.

/* Intrari: n = ordinul matricei initiale 4 ;

/* A = matricea data;
/* & = toleranta pentru detectarea elementelor de modul neglijabil;
/* opt = optiunea de calcul a matricei de transformare (Y’ sau ‘N’).

/* Iesiri: A<« S=0Q"AQ - matricea redusi la forma Schur reala;
/* QO = matricea ortogonald de transformare.

1. /* Initializarea matricei Q
1. 0=1,
2. /* Reducerea matricei A4 la forma superior Hessenberg
1. [4,0,V,b]= HQ (n, 4,0pt)
3. /* Reducerea matricei superior Hessenberg la forma cvasisuperior
triunghiulara
1. p=0
2.q=0
3. Cattimp g<n
1. /* Anularea elementelor subdiagonale neglijabile
1. Pentru i=p+1:n—g-1
1. Daca |A(i+1,i)| < &-(|4(, 1)

+ |A(i + l,i)|) atunci
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1. AGi+1,i)=0
2./* Stabilirea valorii maxime pentru ¢ si a valorii minime
pentru p astfel incat blocul superior Hessenberg 4,, din
(122) sé fie ireductibil de dimensiune maxima.
1. test=TRUE
2. Cat timp test=TRUE si g <n
1. Dacd A(n—g,n—g—1)=0 atunci
1. g«q+1
altfel
1.Daca g<n—1si Aln—g—1,n—g—2)=0 atunci
l. g<q+2
altfel
1. test=FALSE
3. Daca g <n-2 atunci
l. p=n—g-1
2. Cattimp A(p,p-1)#0
. p<p-1
altfel
1. /* Matricea A are forma cvasisuperior triunghiulara.
/*Triangularizarea blocurilor diagonale 2x2 cu valori
proprii reale
1.i=1
2. Cattimp i<n
1. Daca A(i+1,i) # 0 atunci
1.6 = (A(i,i) = AG+1,i + 1)) + 446 +1,0) A(i,i +1)
2. Daca 6 >0 atunci
1. =A@, )+ AG+1Li+]1)

2.5<—\/g

o-0
3.4 =—
A 2
o+6
4. 4, =
4 2

p=AJ(AG+1LDY +(4 - AG+Li+ 1))
e A —AG+1i+1) s —A(i + L,i)
P P
CAGD) =4, AG+Li+]) =4,
CAGi+1) < A i+1)— AG +1,0)
9. A(i+1,i)=0
10. Daca i >1 atunci
1. A(l:i-1i:i+1)=
matrot (A(l:i—1Li:i+1),c,s)
11. Daca i+1<n atunci
1. AG:i+1,i+1:n)=
rotmat(c,—s,A(i:i+1Li+1:n))

AN O

[ BN |
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12. Dacé opt="Y’ atunci
1. OC,i:i+1)=matrot (Q(:,i:i+1),c,s)
13. i«i+2
altfel
l.ii+1
3. /* Terminarea algoritmului
1. RETURN
4. /* Aplicarea unui pas dublu QR cu deplasare implicitd blocului diagonal 4,,

1. [A(p+1:n—qg,p+1:n—¢q),V,b]=
QR2(n—-p-—q,A(p+1:n—q,p+1:n—q))
2. Pentru i=l:n—-p—-q-2
1. v=V(:3,)
2. m=p+i
3. Daca p >0 atunci
1. A(1: p,m:m+2)=matref (A(l: p,m:m+2),v,b(i))
4. Daca ¢ >0 atunci
l.Am:m+2,n—q+1:n)=
refmat (v,b(i), A(m : m+2,n— g +1:n))
5. Daca opt="Y" atunci
1.0(:,m: m+2)=matref (Q(:;,m:m+2),v,b(i))
3./% Idem pentru i=n—-p-qg-1
1. m=n—qg-1
2.v=V({1:2,n—-p—q-1)
3. Daca p>0 atunci
1.AQ: p,m:m+1) =
matref (A(1: p,m: m+1),v,b(i))
4. Daca ¢ >0 atunci
L.Am:m+1,m:m+1)=
refmat (v,b(i), Aim: m+1,m: m+1))
5. Daca opt="Y’ atunci
1.0C,m:m+1)=
matref (Q(:,m:m+1),v,b(n—p—g—1))

Evaluarea complexitatii algoritmului QR nu poate fi facuta decat in mod empiric, datoritd
prezentei procesului iterativ. Statisticile $i numeroasele experimente numerice aratd ca, in
medie, sunt suficiente doud iteratii QR pentru anularea conventionald a unui element

~

subdiagonal. In aceastd ipoteza, pentru calculul formei Schur reale sunt necesare N;p = 10n’

R

operatii aritmetice, iar pentru calculul matricei de transformare, alte NZP ~ 15n> operatii, ceea

ce incadreaza algoritmul QR in categoria algoritmilor cu complexitate O@’).

Observatii. Asa cum s-a prezentat in sectiunea 9.2 forma Schur reald a unei matrice este
determinata pana la o ordonare a blocurilor diagonale. Forma Schur reala calculata de algoritmul
9.9 nu satisface nici un criteriu, a priori fixat, privitor la ordinea blocurilor diagonale.

In momentul in care o forma Schur a unei matrice date satisface un criteriu precizat de ordine a
blocurilor diagonale, este numitd in mod uzual, forma Schur reald ordonatd. Pentru a putea
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ordona dupé dorintd blocurile diagonale este suficient sd dispunem de un mijloc de permutare a
doui elemente (blocuri) diagonale vecine. In cazul nostru, un astfel de instrument trebuie sa fie o
transformare de asemanare ortogonala. Propunem cititorului ca exercitiu, gasirea transformarilor
ortogonale de asemdnare care permutd doud blocuri diagonale vecine in toate situatiile
structurale posibile, respectiv: a) doua blocuri scalare; b) doua blocuri 2x2; ¢) un bloc 1x1 cu
un bloc 2x2 si d) un bloc 2x2 cu un bloc 1x1. Daca apar dificultati consultati, de exemplu,
lucrarea [5].

Ordonarea formei Schur (reale) permite evidentierea unor subspatii invariante asociate unui grup
de valori proprii si calculul unor baze ortogonale pentru acestea. Intr-adevar, daci

S = QTAQ este forma Schur reald ordonata astfel incat in partitia
s = |:Sl1 S12:|, S, € RP*P
0 s,
blocul S;; contine valorile proprii de interes, atunci este usor de vazut ca subspatiul liniar
S; = Im Q,,unde Q; = Q(:,1 : p), este un subspatiu A-invariant, asociat grupului de
valori proprii A(S;;) < A(A), iar coloanele matricei Q; formeazd o bazd ortogonala a acestui

subspatiu. De aceea, in [29] este folosit pe scard largd conceptul de sistem propriu al unei
matrice, definit de o pereche (grup de valori proprii, subspatiu invariant asociat), ca o
generalizare naturald a conceptului (valoare proprie, vector (directie) proprie asociat(d)).

Calculul vectorilor proprii

Algoritmul 9 calculeazd forma Schur reald S = QTAQ a unei matrice A € R™" date.
Conform cu cele prezentate In sectiunea 9.1, dacd y, este un vector propriu al matricei S,
asociat valorii proprii A, € A(S) = A(a), respectiv

SYx = AYir
atunci

X, = Qv
este un vector propriu al matricei A4 asociat aceleasi valori proprii 4, . In consecinti, daci
algoritmul QR calculeazd matricea de transformare Q, calculul vectorilor proprii asociati

valorilor proprii reale se reduce la rezolvarea sistemelor liniare (166) si multiplicarilor (167).
Daca 1, este o valoare proprie distinctd, rezolvarea sistemului omogen (166) nu ridica

probleme. In acest caz sistemul (166) are forma

S - }‘ka—l S, S5 Y'k
0 0 s, | |vf=0
0 0 S35 — }‘kIn—k Y;

cu y, = y,(k) si cublocurile S;; — A I, _; si S35 — A I__, nesingulare. De aici rezultd

"

yx = O sideci vectorul propriu are structura

- (Sll - }‘ka—l)_lslz k-1
Ye = o 1 1
0 In — k

cu o € R \ {0} arbitrar. In concluzie, calculul lui y, se reduce la rezolvarea unui sistem

liniar cvasitriunghiular de ordinul k — 1. In cazul valorilor proprii reale multiple (identitatea a
doud valori proprii calculate este practic imposibild datoritd aritmeticii aproximative) apar
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dificultati importante datorita proastei conditiondri numerice a matricelor S;; — A, I, , si/sau
S;3 — A I, _, sideaceea se recomanda utilizarea unor procedee speciale.
Pentru valori proprii complex conjugate, distincte,

Apyer = 4 £ 1B = }‘(Szz) < }‘(S) = A(A)

vectorii proprii asociati matricei S pot avea forma
. n
Yik+1 = U T ivy, u,v, € R .

Vectorii reali u,,v, se pot calcula prin rezolvarea sistemului omogen singular 2n» dimensional

Su, = ou — BV
Svy, = Bou, + o vy

Cum g, #0

u, = X (S - akIn)vk
k
(82 - 204, S + (ai + pi)In)vk =0.

Pe baza partitiei

S11 SlZ SlB

S=|0 s, S|, S,; € RE-x&=1,
0 0 s,

s22 e R2x2, 333 e R(n—k—l)x(n—k—l)

acceptate deja, a matricei S, a doua ecuatie se scrie

Sil - 20,8, + (‘xlzc + F'ch)]:k—l S5 + 5,5 x Vi
0 0 x vi|=0
0 0 S§3 — 20, 5,5 + (alzc + Bi)In—k Vi

unde s-a tinut seama de faptul cé blocul S,, este anulator pentru propriul polinom caracteristic

(Cayley-Hamilton), iar x marcheaza blocurile neinteresante.
Daca valorile proprii sunt distincte de celelalte valori proprii ale matricei S, atunci matricele

2 2 2 .
T, = S;; — 24,8, + (ak + Bk)Ik—l §1
2 2 2
T3 = S35 — 20,855 + (O‘k + pk)In—k—l
sunt nesingulare §i, prin urmare, ecuatia (175) are ca solutie un vector v, avand
vi =0
4 « .
v, = B 0 arbitrar
-1
v = —Ty (311312 + 81,85, vy

u, obtindndu-se din prima relatie. Vectorii proprii ai matricei initiale A asociate acelorasi valori
proprii i avand structura
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— 5 n
Xy k1 = Zx £ iwg, z, w, €R
se calculeaza separat partile reald si imaginara
z, = Qu
w, = Qv .

O alternativa pentru tehnicile de calcul de mai sus a vectorilor proprii, recomandatd mai ales in
cazurile in care se cere un set redus de vectori proprii, evitd acumularea transformarilor 1in
matricea Q si apeleaza la metoda puterii inverse conform schemei:

1. Reducerea matricei la forma superior Hessenberg cu algoritmul HQ
A « H = U'AU.
2. Se aplica iterarea QR cu pas dublu cu deplasare implicita, fara acumularea transformarilor
pana la evidentierea valorii proprii 4, al cérei vector propriu asociat dorim sa-1 calculam.
3. Se aplica algoritmul 9.2 (metoda puterii inverse) matricei H cu deplasarea initiala p = A
care produce un vector y astfel incit Hy = Ay.

4. Se calculeaza vectorul propriu cautat x = Uy.

Daca se doresc mai multi vectori proprii, se repeta pasii 2-4 de mai sus. Iterarea inversa pentru o
matrice superior Hessenberg reprezintd o solutie foarte economica intrucat practic s-a constatat
cd este suficienti o singura iteratie (de complexitate O(n?)), pentru calculul vectorului propriu
y. In acest fel, partea cea mai complexi a schemei de mai sus este reducerea la forma superior
Hessenberg si evidentierea iterativa a valorii proprii dorite. Dacd numarul vectorilor proprii

.. . .. n .. . .
doriti este mare, (de exemplu mai mare decat Z) atunci iterarea QR devine comparabild cu cea

din algoritmul 9.9 si avantajul schemei de mai sus nu mai este evident.

In incheiere dorim si mentionim din nou faptul ci in multe aplicatii vectorii proprii pot fi
inlocuiti cu succes cu vectorii Schur, respectiv de coloanele matricei de transformare Q, al caror
calcul optional este luat in considerare de catre algoritmul 9.9 si se efectueazd cu o mare
acuratete.
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