Calculul iterativ al unui vector propriu.
Metoda puterii. Metoda puterii inverse

nxn

Fie matricea A € R avand spectrul de valori proprii

AR) = (A, 2, .., AL

si fie

X = {xl, Xoyoony xn}

un set de vectori proprii, de norma euclidiand unitara, ai matricei A (i.e. Ax; = A;x, ,

=1, i = 1 : n). Proprietatile din urmatoarea propozitiec se vor dovedi utile in

=

demersul calculatoriu al valorilor si vectorilor proprii.

Propozitie. Cu notatiile de mai sus avem
a) pentru orice B, p € C
X(A—}LI)={7\,1—H, }"2_“'/ LR r)\'n_u} 7
b) pentru orice k € N
MRS ={A", A5, ARS)
¢) pentru orice p € C \ A(A)

}x((A—uI)_l)={ ! L pp— }

P I S I Vet
si, in acelasi timp, vectorii isi pastreaza semnificatia, adica sunt vectori proprii pentru matricele
A-pI, A*, (A-pI) 'respectiv
(A-pI) x;=(Ai-p) x5
Akxi = )\l;xi

1
A—nuIly*x, = ——
( u)xl hi_ux

pentrutotii = 1 : n.

Demonstratia este imediatd prima relatie este evidenta, cea de-a doua se obtine prin inductie, iar
ultima se obtine, pentru A — pI nesingulara.

Presupunem acum ca multimea este ordonata in sensul descrescator al valorilor absolute si ca
matricea A are o valoare proprie dominanta, i.e.

D WY ) W - W

Daci y € C" este un vector de norma euclidiand unitara avind o componentd nenuld pe
directia vectorului propriu x, € X, definim sirul vectorial (y(k))kEN si sirul numeric (}*(k))ken
prin relatiile

1.y? =y % initializare
2.Pentru k = 1,2,... % iterare
l.z <« A - y(k_l)
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care definesc metoda puterii.

y(k) _ pkAky(O), k=12...

unde p, este un factor scalar de normare. Daca

_ 1

2%

Y(o) = Zn:aixi
i=1

cua; # 0,atunci

k
o o (A

Y(k) = Pk°‘1}‘]; X, + z . [_l] Xy
iz2 0y (A

Datorita conditiei de dominanta avem

() .
lim =0, i= 2 : n,
k> hl

ceea ce asigurd convergenta sirului vectorial y* catre vectorul propriu unitar asociat valorii

proprii dominante

y(°°) = lim y(k) = x;
k> w®
. ) N . A, . )
Viteza de convergenta este cu atidt mai mare cu cat raportul — este mai mic, metoda puterii

A
fiind performantd in cazul matricelor cu o valoare proprie net dominantd. Sirul numeric
(}‘(k))ken* , converge catre valoarea proprie dominanta. In principiu, in cadrul metodei puterii, nu

este necesara constructia explicita a sirului (}*(k))keu* , valoarea proprie A; putand fi calculatd cu
A, = (Y(w))HAY(w) = x;lel

In schimb o astfel de evaluare devine foarte benefica in cadrul unei variante a metodei puterii
inverse.

Metoda puterii inverse de determinare iterativd a unui vector propriu se bazeaza pe relatia
conform cireia matricca B = (A — pI)™" va avea o valoare proprie net dominanti daci,
"deplasarea" p este o aproximatie, chiar si grosierd, a unei valori proprii distincte a matricei A.
Metoda puterii inverse, este, in fapt metoda puterii aplicatd matricei B de mai sus si se defineste

1.y? = y % initializare
2.pentru k « 1,2, ... % iterare




1. Se rezolva sistemul liniar (A — pI)z = y(k'l)

2. y(k) <~ Z
=]

3049 (g ag®

Conform celor aratate la metoda puterii, sirul (y(k))keN este convergent catre vectorul propriu al
matricei A asociat valorii proprii celei mai apropiate de deplasarea p. Proprietati de convergenta
deosebite se obtin 1n varianta in care deplasarea p este modificata de la o iteratie la alta utilizdnd
aproximatia curentd u, = A™ a unei valori proprii a matricei A. Aceastd varianti, cunoscuti

sub denumirea de iterarea cdtului Rayleigh, este definita de vectorul initial de norma unitara y,
deplasarea initiala

B =p, = yAay

si procedura in care p se inlocuieste cu p, = A™. Daci initializarea y nu este ortogonald pe
directia vectorului propriu asociat valorii proprii celei mai apropiate de p, (conditie generic

satisfacutd de o alegere aleatoare a lui y), atunci se poate ardta ca sirul are o convergenta
patratica catre vectorul propriu corespunzator, adica existd o constantd p > 0 astfel incat

“y(k) _ y(oo)H <p- “y(k—l) _ y(w)

ceea ce Inseamnd o vitezd de convergentd foarte bund. Mai mult, pentru matrice hermitice
(simetrice) se poate demonstra ca se asigura chiar o convergenta cubica.

Aceste excelente proprietiti de convergenta sunt moderate de efortul de calcul sporit, in raport
cu metoda puterii, necesare pentru rezolvarea unui sistem liniar la fiecare iteratie. Totusi, daca
matricea A are o structurad particulard, cum ar fi de exemplu forma Hessenberg, metoda puterii
inverse, cu alegerea deplasarii egalda cu catul Rayleigh, este consideratd ca fiind cea mai
performanti. Deplasari de forma A — A — uI, destinate sporirii vitezei de convergentd, pot

2
s

fi utilizate, in principiu si in cazul metodei puterii, Insé cu o eficientd mult mai redusa.

Formele concrete ale algoritmilor pentru implementarea metodelor puterii si puterii inverse se
obtin prin completarea schemelor de calcul (76), (83) cu trunchierea sirurilor respective pe baza
unor criterii de oprire a iteratiilor cum ar fi

‘ 71— ‘ (Y(k—l))Ty(k)

€ este o toleranta data, care considerd aproximatia drept satisfacatoare atunci cand doi vectori
succesivi sunt “suficient de coliniari” (realizarea trunchierii cidnd norma diferentei a doua
aproximatii succesive scade sub o toleranta data poate sa nu dea rezultate: daca sensul vectorului
se schimba la fiecare pas acestd norma tinde catre 2). Daca acest criteriu nu este atins dupa un
numar maxim admis de iteratii, se considera ca metoda nu asigurd convergenta dorita.

Cu aceste precizari putem sa prezentam algoritmii formali de implementare a metodei puterii si a
metodei puterii inverse.

<.

Metoda puterii directe

[A,x,0K]=MPD (A, y, maxit, &)

% Intrari:

% A = matricea data;

% y = aproximatia initiald a vectorului propriu;




% € = toleranta impusa;
% maxit = numdrul maxim de iteratii.
% Iesiri:
% A = valoarea proprie dominanta;
% X = vectorul propriu asociat.
% OK = indicator succes / esec
OK=1;
k=0;
y=y/norm(y) ;
e=2*g;
while e>=¢
k=k+1;
if k>maxit
OK=0;
error(‘nu s-a atins precizia impusa’);
end
X=A*y;

x=x/norm(x) ;
e=abs (l-abs(y’ *x));
y=x;

end

A=x' *A*x;

Metoda puterii inverse cu deplasare Rayleigh

[A,x,0K]=MPI (A,y,maxit, &)
$ Intrari:
% A = matricea data;

% y = aproximatia initialda a vectorului propriu;
% € = toleranta impusa;
% maxit = numdrul maxim de iteratii.
% Tesiri:
% A = valoarea proprie dominanta;
% X = vectorul propriu asociat.
% OK = indicator succes / esec
k=0;
y=y/norm(y) ;
A=y’ *A*y;
E=2%*¢g;
while e>=¢
k=k+1;
if k>maxit
OK=0;
error(‘nu s-a atins precizia impusa’);
end
x=(A-1) \y;

x=x/norm(x) ;
e=abs (l-abs(y’ *x));
y=x;
A=x' *A*x;
end




Pentru a asigura eficienta necesara algoritmului, rezolvarea sistemului liniar trebuie sa
exploateze eventuale particularitati structurale ale matricei sistemului.

Algoritmii prezentati sunt destinati calculului unui singur vector propriu si al valorii proprii
asociate. Dacd se doreste calculul mai multor valori §i vectori proprii pentru o matrice data,
acesti algoritmi trebuie completati cu o procedura de deflatie. Principiile unei astfel de proceduri
sunt date in demonstratia teoremei 9.4 si sunt utilizate implicit in cadrul algoritmului QR
prezentat ulterior.

In incheierea acestui paragraf, consideram necesar si subliniem faptul ci cea mai buni metoda
de calcul a unui vector propriu, in absenta oricdrei informatii initiale despre valoarea proprie
asociata, este metoda puterii inverse cu deplasarea data de catul Rayleigh.

Deflatia valorilor proprii.
Presupunem ci am localizat o pereche dominanta (A;,x;) si dorim sd continuam procesul
pentru celelalte perechi proprii, presupunand ca acestea sunt distincte. Situatia este aplicabila
matricelor simetrice cu elemente reale.

)\'(A)={)\'117\'21 LR /)\'n}
X(A)={x11x21 o .. Ixn}

Daca formam matricea:
B=(I,-x1y")A, cu  y'x;=1
atunci:

)\'(B)={017\'21 o .. I)\'n}
X(B)={x11221 L] rzn}

in care:
- Ty, — T i o .
Z;=X;-X1Y X;=X;-y X;X;, i=2:n

Demonstratie: Mai Intai vom alege vectorul y coliniar cu x (sunt si alte optiuni posibile).
X

=2

y=0o.x, y'x = a-x"x = a- ||x||§ =1 =

=2

B. X1= (In—xlyT) A. X1=)\.1X1—)\.1X1YTX1=0

ceea ce aratd cd B are valoarea proprie 0 si vectorul propriu corespunzitor x;.
B.x;=A.X;-A.X;.y .X;=AiX; - MX V' X
B-x; = }‘i(xi - x1YTxi) = A;Z;

%—/

zi.

B-z :B~(xi—xlyTxi):B-xi—(B-xl)yTxi =B-x
Din ultimele doua relatii rezultd ca: B. z; =A;z;, ceea ce aratd ca matricea B are valorile proprii
A; si vectorii proprii z;, cu i=2:n.
Alta alternativa de deflatie considerd: B=A. (I -x;y"), cu y'x;=1
Vom arata ca:
)\'(B)={017\'2/ L /)\'n}
X(B)={X1,22, o .. Izn}

in care:



in mod asemanitor:
B - x; :A-xl—A-xl-(yT-xl)
1

B. xi=A . xi—A . xlyTxi=}\.ixi—7\.1x1yTxi

B-x, = }xi(xi - % (yTxi)- x1] =

i

B-z, = B-[xi —i—i(yTxi)-xlj =

de unde rezultd B.z;=A;Z;.
Metoda de deflatie Wielandt considera:
T 1

y = [Ail A, - A,
Ay,

Matricea B=A-A;x,y" are:

)\'(B)={Or)\'2/ L] r)\'n}
X(B)={X1,Zz, LR rzn}

in care:

(A : xl)i = z Ajx,y = (hlxl)i = AiXy;

j=1
1 n
T
X, = A,.x,. =1
Y Axy; ; R
1 c hJ.xJ.J.
yTx:L = ZAljxlj =
Axy; 3 Axg;
%/—J
(ax,),

A.X.. X..
B:-x, =A%, —AxX, —— = }\.i(xi - x;, —
Aixy; Xy
xll
B-z, =B X, — X, =B-x; —B-x;
xli —

n
=0
A;Z;
B.x, — %
A;
hlxl(YTlxl)




Se stie c¢d A si AT au acelasi spectru, iar vectorii proprii corespunzatori a doud valori proprii
diferite sunt ortogonali.

. . XY . . .. .. . . .o
Fie matricea B = A — A, in care x; $i y; sunt vectorii proprii dominanti din A §i A
Yi%;
)\'(B)={017\'2/ LI r)\'n}
X(B)={X1,X2, L] rxn}
¥1X
Bx, = Ax; — A;x; ;1 =0
Yi¥;
0
X inX- ,
Bx;, = Ax, — A, —— -/ = Ax; cctd
Yi¥;

Reducerea la forma Hessenberg

Am vazut cd aducerea unei matrice A € R™" date la forma Schur reald prin transformari
(ortogonale) de asemanare este, In absenta unor informatii apriorice privind valorile si vectorii
proprii, un proces, in mod necesar, infinit. Se ridica intrebarea naturala privitoare la structura cea
mai apropiatd de forma Schur reald, care poate fi obtinuta printr-un proces de calcul finit.

nxn

Teorema 1. Oricare ar fi A € R™" existd o matrice ortogonald U e R™", calculabild
printr-o procedura directa (i.e. printr-un numar finit de operatii aritmetice elementare, inclusiv
extrageri de radical) astfel incat

H = U'AU
este superior Hessenberg (adicd H(i, j) = O pentrutoti i > j + 1).

Demonstratie. Vom da o demonstratie constructiva care va indica modul de obtinere efectiva a

matricei U ca un produs de reflectori elementari (transformari Householder)
U=UU,-U

n-1

conform schemei de calcul

l.pentru k=1:n-2
1. Se determina reflectorul Uy,; asfel incat (UxyiA) (k+2:n, k)=0
2.A < UgA
3.A <« AU,;.

care suprascrie matricea A cu matricea H. In primul rand sa observam ca reflectorul elementar
U, ., care anuleazd elementele k + 2 : n din coloana k a matricei A exista §i are structura

U,., = diag (T,, Uxs1) ,

unde U,,, este un reflector de ordinul n — k si indice 1. In consecintd, la primul pas
(k = 1) premultiplicarea matricei A cu U, anuleazd elementele A(3 : n, 1), iar

postmultiplicarea cu U, = U}, datoritd structurii nu afecteazi prima coloand a matricei U,A,
respectiv conservd zerourile create. Prin urmare, am adus matricea A la forma superior
Hessenberg in prima coloana.

Presupunem acum ca dupa k-1 pasi matricea




A « U, .. UAU,..U,

este superior Hessenberg in primele k-1 coloane. Acum, premultiplicarea cu reflectorul U, _,,
adecvat calculat, nu modificad primele k linii si (in plus, datorita structurii din acest moment a
lui A) primele k-1 coloane (conservand astfel zerourile obtinute in pasii precedenti) si anuleaza
elementele A(k + 2 : n, k). Postmultiplicarea cu U,,; nu modificdi primele k coloane
conservand zerourile create la pasii precedenti si cele create prin premultiplicarea de la pasul
curent.

Deci procesul de reducere la forma Hessenberg prin transforméri Householder de asemanare
poate fi initializat si apoi continuat, intr-un numar finit de n-2 pasi, fiecare pas avand un numar
finit de operatii, pana la capdt, obtinandu-se 1n final matricea

A« H=U_, UUAUU, - U,

n n
in forma superior Hessenberg. Teorema este demonstrata.

o 1 2 . .
Elementele definitorii v, € R®, B, = 2 ||vk|| ale reflectorilor elementari

T
ViV
n ’

Bi

pot fi memorate in matricea V € R**(-2) (v, este coloana k-1 a matricei V) si vectorul
beRZ2 (B, =b,, k= 2:n2).

Algoritmul de implementare a schemei de calcul de reducere la forma superior Hessenberg, la
care addugam acumularea optionala a transformarilor (i.e. calculul matricei U) va utiliza intensiv
rezultatele relative la transformarile Householder prezentate in capitolul 2.

Concret, se presupune cunoscutd procedura de calcul fiabil si economic al elementelor definitorii
ale unui reflector ce anuleaza anumite componente ale unui vector dat, procedura care va fi
utilizata explicit in scrierea algoritmilor din acest capitol. Amintim In acest sens ca fiind dat un
vector nenul x € R", elementele definitorii v, € R", B, ale reflectorului (91) care asigurad

k=2:n-1

anularea componentelor k + 1:nale lui %, i.e. (Ux) (k + 1 : n) = 0, se calculeaza
economic cu relatiile

Lval:k-1) =0

20 = sign (x(k)) - [x(k : n)|,

3. vi(k) = x(k) + o

4.8, = x(k) - o

S.vitk +1 :n) =x(k+1:n).

In ceea ce priveste procedurile de premultiplicare si de postmultiplicare ale unei matrice cu un
reflector, pentru comoditatea cititorului, preferim sa le prezentam detaliat aici. Astfel este

suficient sa dispunem de procedurile de premultiplicare (eventual cu suprascriere) 4 < B=UA a
nxp

unei matrice A € R si de postmultiplicare (eventual cu suprascriere) A < B = AU a

T
mxn

de ordin n si indice 1. Precizam ca

cu un reflector U = I_ —

n

unei matrice A € R

in variantele cu suprascriere aceasta se efectueaza intern, element cu element, fard a se crea
matricea intermediara B.




Premultiplicarea economica A <« B = UA foloseste partitia pe coloane a matricelor A, B.

Notdnd a; = A(:,3), by = B(:,3J), J = 1 : p schemade calcul este

l.pentru j=1:p
l.a; « b; = Ua

in care produsul a; « by, = Uay = (I, — = a; — Tu se efectueaza economic

B

n
calculand mai intai scalarul T = = i=1 . Rezulta urmatorul algoritm.

[B]=refmat (u,f,A)
% Premultiplicarea unei matrice cu un reflector elementar de indice 1.
% Intrari: u € R", B € R = elementele definitorii ale reflectorului;

% A e R™P =matricea dati.
%lesiri: B = UA.
[n,pl=size(A);

for j=1:p

T = u(l:n)*A(1l:n,3)/B;
B(l:n,j)=A(l:n,j)- t*u(l:n);
end

Postmultiplicarea economicdi A <« B = AU foloseste, absolut analog, partitia pe linii a
matricelor A, B. Notand af = A(i, :), b} =B, :), i =1:m schema de

1

calcul este

lpentru i =1:m

l.a] « bj = aju

uu T T

A T -
in care produsul a] <« b = ajU = aj(I, - 5 ) = a; — tu® se efectueazd
n
T 2. 21395
. ~ A As a;u j=1 - . .
economic calculdnd mai intai scalarul Tt = B = . Rezulta urmatorul algoritm.

[B]=matref (A,u, P)
% Postmultiplicarea unei matrice cu un reflector elementar de indice 1.
% Intrari: A € R™ ™ =matricea dati;
% u € R", B € R =clementele definitorii ale reflectorului.
%lesiri: B = AU

[m,n]=size (A);

for i=1:m




T =A(i,1:n)*u(l:n)/B;
B(i,1:n)=A(i,1:n)- t*u(l:n);
end

Utilizand relatiile de calcul ale unui reflector elementar ce anuleaza componentelele dorite ale
unui vector dat precum si functiile refmat si matref algoritmul de reducere a unei matrice la
forma superior Hessenberg prin transforméri ortogonale de asemanare poate fi scris intr-o forma
mai concisd cum este cea prezentatd in continuare.

% Reducerea la forma Hessenberg
[A,U,V,b]=HQ(A)

% Intrari:

% A = matricea data;

$Tesiri: A « H = U"AU = matricea superior Hessenberg ortogonal asemenea cu A;

% U e R™" = matrice ortogonala de transformare

nx(n-2) _ . 1 .. f . .. f - 1 .
% V € R matrice cu coloane vectorii definitori ai transformarilor;
% b e R""? =vector continand scalarii definitori ai transformarilor.

[n,n]=size(A) ;
U=eye (n,n) ;
for k=1:n-2
% Determinarea lui U, ,,1e. vi,; = V(:, k), pp,1 = b(k)
Vl:k k) =0
o = sign (A(k + 1, k)) - |A(k + 1 : n, k)|
Vk +1,k) = Ak + 1, k)+ o
bk) = v(k + 1, k) - o
Vk + 2 :n,k) = Ak + 2 : n, k);
% Calculul A « U, ;A
Ak + 1, k) = -o;
A(k + 2 :n,k) =0;
[A(k +1:nk+1:n)]=
refmat(V(k + 1 : n, k), b(k),A(k +1 : n,k +1:n));
% Calculul A « AU, ,,
[A(:,k+1l:n) ]=matref (A(;,k+1:n),V(k+1l:n,k),b(k));
% Acumularea transformdrilor (i.e. calculul A « AU, ;)
[U(:,k +1:n)] =
matref(U(:, k + 1 :n),V(k +1: n,k),bk));

. . . . 10 . A
Complexitatea algoritmului este O(n>) fiind necesare N, = 3 n® operatii elementare in
format virguld mobild. Dacd se calculeaza si matricea de transformare U, atunci trebuie

4 ..
executate inca N = — n’ operatil.
P 3 >

Algoritmul 9.3 este un algoritm numeric stabil, existind demonstratii pentru faptul ca matricea
Hessenberg calculata intr-o aritmetica de virguld mobila este un rezultat exact pentru o matrice
initiala foarte putin perturbata.

10



Observatie: Este posibild reducerea matricei A la forma superior Hessenberg prin transformari
de asemanare neortogonale cu un efort de calcul redus aproximativ la jumatate din cel cerut de
algoritmul 9.3. O astfel de posibilitate o ofera constructia transformadrii sub forma unui produs de
transformari  gaussiene  elementare  stabilizate (deci cu permutdri de linii)
(BM,),k=2:n-1cuM, =I - me]siP, omatricedepermutare a liniei k cu
o linie i, > k (vezi problema rezolvatd R9.17). Motivele pentru care, totusi, sunt preferate
transformarile ortogonale se referd la faptul cd acestea din urmd conservd conditionarea
numericd a problemei de calcul a valorilor si vectorilor proprii i asigura o stabilitate numerica
mult mai buna.

Matricea superior Hessenberg ortogonal asemenea cu matricea datd obtinutd cu algoritmul de
mai sus nu este unica matrice Hessenberg care satisface (86). Intr-adevar daci A este matricea

data §si Q, € R™™" este o matrice ortogonald arbitrard atunci aplicdnd algoritmul matricei
Q7 AQ, obtinem

H = U"QIAQ,U = Q'AQ

cu Q = Q,U siH’ superior Hessenberg, in general diferitd de matricea H. Se observa totusi ca
Ue, = U,U;...0_ _,e;, = e,

si deci
Qe, = Q,Ue; = Que, .

De aici se poate extrage ideea ca determinantd pentru identitatea transformarii este prima sa
coloana. Aceasta observatie are o importantd capitald in dezvoltarea procedurala a algoritmului
OR cu deplasare implicitd prezentat intr-o sectiune ulterioara si care reprezintd un rezultat de
importanta recunoscutd in calculul numeric matriceal. Contextul in care actioneaza algoritmul
OR cu deplasare implicita este cel al matricelor superior Hessenberg ireductibile i.e. al
matricelor superior Hessenberg cu foate elementele de pe prima subdiagonld nenule. Acum
transpunem observatia de mai sus intr-un cadru formal dat de urmatoarea teorema.

nxn

Teorema 2. Fie A € R™™" gi matricele ortogonale U, V. € R astfel incat matricele

H = UTAU, G = V'av
sunt ambele superior Hessenberg ireductibile, i.e.
h;,,; # 0, 95415 * 0, j=1:n-1.
Daca matricele U si V au aceeasi prima coloana

U(:,1) = v(:,1)
atunci ntre celelalte coloane exista relatiile

U(:,3) = xv(:,3J), j=2:n.
Mai mult, avem cu necesitate

h,, = #g;;, V i,3.

Demonstratie. Matricea ortogonali Q = V'U are ca primid coloani vectorul
a, =Q(:,1) =vVU(:,1) = V'V(:,1) = e,.Celelalte coloane ale matricei Q pot fi

exprimate recurent in raport de precedentele in modul urmitor. Rezulti A = UHU® = VGV",
i.e. QH = GQ, relatie care, scrisid pe coloane, ne conduce la

11




Jj
GQ(:,3) = QH(:,3) = D O(:,kh, ; + Q(:,F + Lhy,,
k=1

Acum, notand q; = Q(:,J),avem
i
Gq; - Z dihy;
k=1

hj +1,3

Este usor de observat cd aceastd recurentd induce, in mod necesar, matricei Q o structura
superior triunghiulard. Intr-adevar, G fiind superior Hessenberg iar q; avand numai primul
element nenul rezultd cad q, are numai primele doud elemnte nenule etc. Inversa unei matrice
superior triunghiulare este superior triunghiulara. Dar Q fiind ortogonala rezulta ca este simultan
superior si inferior triunghiulara, i.e. Q este o matrice diagonala. Cum elementele diagonale ale
unei matrice ortogonale diagonale nu pot fi decat egale cu +1, rezulta

U(:Ij)= VQ(:Ij)= V'(iej)= +V( :Ij)'

q5+1

De asemenea din QH = GQ avem H = QGQ, de unde rezulta ca teorema este demonstrata.

Miezul teoremei constd in faptul ca transformarile ortogonale U si V de reducere a aceleiasi
matrice la o forma superior Hessenberg ireductibila sunt esential determinate (mai putin un semn
la fiecare coloand) de prima lor coloana. Dacd prima coloand din cele doud matrice de
transformare este identicd, atunci si rezultatul reducerii este esential acelasi (mai putin semnul
unor elemente). Aici termenii “esential aceleasi” semnifica faptul ca cele doud matrice superior
Hessenberg sunt “la fel de departe” de o formd Schur a matricei initiale, al carei calcul este
obiectivul principal al problemei valorilor si vectorilor proprii.
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