
CALCULUL VALORILOR PROPRII ŞI  VECTORILOR PROPRII 
PENTRU MATRICE NESIMETRICE 

 
Sistemele dinamice liniare formează o clasă importantă, cu aplicaţii largi în domenii variate ale ştiinţei şi 
tehnicii. Acestea sunt reprezentate numeric de un set de matrice, iar proprietăţile lor sunt exprimate, din 
punct de vedere cantitativ, în termenii elementelor acestor matrice. Astfel stabilitatea sistemelor liniare 
este condiţionată exclusiv de plasarea valorilor proprii ale matricei de stare a sistemului. 
 În acest capitol sunt prezentate, în principal, cele mai performante metode de calcul ale valorilor proprii 
ale matricelor reale dense nesimetrice care se întâlnesc cel mai des în aplicaţii. Din motive de eficienţă 
aceste metode fac apel, practic exclusiv, la o aritmetică reală deşi valorile proprii ale unei matrice reale 
pot fi şi complexe. Din motive de condiţionare numerică calculul vectorilor proprii se face cu mai puţină 
acurateţe şi, din acest motiv, practica numerică recomandă utilizarea în aplicaţii în locul lor a vectorilor 
Schur, definiţi în acest capitol. Cazul matricelor complexe poate fi redus la cazul matricelor reale de ordin 
dublu. 
 

Valori şi vectori proprii 
 
Prezentăm aici conceptele de valoare proprie şi vector propriu ale unei matrice şi principalele lor 
proprietăţi. De asemenea, având în vedere faptul că valorile proprii, ca şi elementele vectorilor proprii, ale 
unei matrice reale pot fi numere complexe, reamintim câteva noţiuni referitoare la spaţiul vectorial . nC
În acest capitol, prin vector complex n-dimensional x vom înţelege un vector coloană cu n elemente 
complexe 
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Mulţimea tuturor vectorilor complecşi n-dimensionali va fi notată . Evident, orice vector  poate 
fi scris, în mod unic, sub forma 

nC nCx∈

  nRv,u,ivux ∈+=

unde i este unitatea imaginară. Mulţimea tuturor matricelor cu elemente complexe având m linii şi n 
coloane va fi notată . Deşi spaţiile liniare  şi  au foarte multe proprietăţi comune, induse de 
axiomele comune ale corpurilor de numere complexe şi reale, există şi diferenţe cum sunt cele datorate 
definirii diferite a produsului scalar standard a doi vectori şi a normei vectoriale induse de acesta. Pentru 
evidenţierea unora dintre aceste diferenţe vom nota conjugatul transpusului (i.e. conjugatul hermitic al) 
unui vector  prin 

nmC × nR nC

nCx∈
TH xx = , 

unde bara superioară semnifică operaţia de conjugare complexă iar indicele   transpunerea. T

Dacă , definim produsul scalar al celor doi vectori prin numărul complex nCy,x ∈

 xyyx H=, . 

Evident, avem 

 yxxy ,, = . 

Cu ajutorul produsului scalar putem defini conceptul de ortogonalitate în . Vom spune că doi 
vectori sunt ortogonali dacă produsul lor scalar este nul, i.e. 

nC



  .0== xyyx HH

De asemenea, plecând de la observaţia că scalarul  este un număr real pozitiv, oricare ar fi vectorul 
nenul , se poate defini următoarea normă pe  

xx H

nCx∈ nC

xxxRC Hn =→⋅ + 22
,: , 

numită normă euclidiană. 

Mai general, foarte multe rezultate referitoare la norme pe  pot fi extinse la norme corespunzătoare pe 
. 

nR
nC

Rolul matricelor reale simetrice este jucat în  de matricele hermitice. O matrice  se numeşte 
hermitică dacă 

nnC × nnCA ×∈

 . AAH =

Dacă  este hermitică, atunci scalarul  este real, oricare ar fi , fapt care ne 
permite definirea matricelor pozitiv-definite în . O matrice hermitică  este pozitiv-definită 
dacă 

nnCA ×∈ AxxH=α nCx∈
nnC × nnCA ×∈

 . 0,0 ≠∈∀> xCxxAx nH

În sfârşit, în analogie cu matricele reale ortogonale, vom spune despre o matrice  că este unitară 
dacă are coloanele ortogonale şi de normă euclidiană (7) unitară, respectiv dacă 

nnCQ ×∈

 . n
H IQQ =

Vom introduce acum conceptele de valoare proprie şi vector propriu asociat. Deşi vom considera mai 
ales cazul matricelor reale, aceste noţiuni pot fi definite în cadrul mai general al matricelor complexe. 
 
Definiţia 9.1  Fie . Un număr nnCA ×∈ C∈λ  se numeşte valoare proprie a matricei A dacă există un 
vector nenul , numit vector propriu asociat valorii proprii nCx∈ C∈λ , astfel încât 
 .xxA λ=  
 
Sistemul liniar omogen (11) admite soluţii nenule dacă şi numai dacă 

 ( ) ( ) .0det =−= AIp nλλ  

Polinomul monic p(λ) de gradul  se numeşte polinom caracteristic al matricei , iar ecuaţia  
se numeşte ecuaţie caracteristică. 

n ( ) nCE ⊂λ

Prin urmare, valorile proprii ale unei matrice sunt zerourile polinomului caracteristic. Dacă luăm în 
considerare multiplicităţile, numărul valorilor proprii este egal cu ordinul matricei. Mulţimea 

 ( ) { }nA λλλλ ,,, 21 K=   

a valorilor proprii ale matricei A  poartă numele de spectrul (de valori proprii al) matricei A . Numărul 
real 

 ( )
( )
( )iAi

A λρ
λλ∈

= max  

se numeşte raza spectrală a matricei A . 
Dacă A  este o matrice reală atunci valorile proprii complexe apar în perechi complex conjugate. 
Valorile proprii ale unei matrice satisfac relaţiile 
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unde tr(A) este, prin definiţie, urma matricei A  (vezi problema rezolvată R9.1). 
Dacă  este un vector propriu asociat valorii proprii nCx∈ ( )Aλλ ∈  atunci oricare ar fi C∈≠ α0  
vectorul xy α=  este de asemenea un vector propriu al matricei A  asociat aceleiaşi valori proprii. În 
consecinţă, vectorii proprii asociaţi unei valori proprii nu sunt unic determinaţi decât ca direcţii. Mai mult, 
se arată că mulţimea vectorilor proprii asociaţi unei valori proprii ( )Aλλ ∈  generează un subspaţiu liniar 

 numit subspaţiul propriu al valorii proprii ( ) nCE ⊂λ λ . Subspaţiile proprii sunt subspaţii A -invariante 
în sensul următoarei definiţii. 

 
Definiţia 9.2  Fie o matrice . Un subspaţiu liniar  se numeşte subspaţiu -invariant al nnCA ×∈ nCV ⊂
matricei A  sau, pe scurt, subspaţiu A -invariant dacă  
  .i.e., VxVAxVVA ∈∀∈⊂

 
O matrice  care admite  vectori proprii liniar independenţi se numeşte simplă. Se arată că o 
matrice care are cele  valori proprii distincte este simplă, dar reciproca nu este, în general, adevărată. 
Cei  vectori proprii liniar independenţi ai unei matrice simple formează o bază a spaţiului , numită 
baza proprie asociată matricei 

nnCA ×∈ n
n

n nC
A . 

Ordinul de multiplicitate  al rădăcinii in iλ  a polinomului caracteristic se numeşte multiplicitate algebrică 
a valorii proprii ( )Ai λλ ∈ . Dacă  valoarea proprie se numeşte simplă. Dimensiunea 1=in )(dim iE λ  a 
subspaţiului propriu al valorii proprii ( )Ai λλ ∈  se numeşte multiplicitatea geometrică a valorii proprii 

iλ . În general, avem 

( ) .dim ii nE ≤λ  

Încheiem acest paragraf cu un set de proprietăţi ale subspaţiilor invariante şi, în particular, ale subspaţiilor 
proprii ale unei matrice. 
 
Teorema 1  Fie matricea . nnCA ×∈
a) Dacă  sunt vectori proprii ai matricei pxxx ,,, 21 K A  şi notăm [ ] pn

p CxxxX ×∈= K21 , atunci 
subspaţiul liniar  
 { }XzyCzCyXS nn =∈∃∈== incatastfelIm  

este A -invariant, i.e. orice subspaţiu generat de vectori proprii ai unei matrice este un subspaţiu 
invariant al acelei matrice. 
b) Dacă  este un subspaţiu nCS ⊂ A -invariant -dimensional şi vectorii  formează o p pxxx ,,, 21 K

bază a lui , atunci există o matrice  cu S ppCB ×∈
 )()( AB λλ ⊂  

astfel încât matricea  satisface condiţia [ ] pn
p CxxxX ×∈= K21

 XBAX = . 
Matricea  se numeşte restricţia matricei B A  la subspaţiul A -invariant  şi se notează S SAB = . 
c) Dacă are loc o relaţie de forma (20) atunci XS Im=  este un subspaţiu A -invariant. 
d) Complementul ortogonal  al unui subspaţiu nCST ⊂= ⊥ A -invariant  este un subspaţiu S HA -
invariant. 
 



Demonstraţie. a) Pentru orice vector Sy∈  există un vector  astfel încât pCz∈ Xzy =  şi, deci, 
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21221121 , unde pii :1, =λ  sunt valorile 

proprii ale matricei A  asociate vectorilor proprii pixi :1, = . Prin urmare, subspaţiul  este S A -
invariant. b) Coloanele matricei X  formând o bază a subspaţiului , orice vector  se scrie sub 
forma . Pe de altă parte  fiind un subspaţiu 

S Sx∈
pCyyXx ∈= , S A -invariant rezultă că , în 

particular pentru toţi  avem 

SxSAx ∈∀∈ ,

pj :1∈ SAx j ∈ , i.e. există vectorii  astfel încât 

. Rezultă că matricea  satisface egalitatea (20). Mai mult, dacă  
este un vector propriu al matricei  asociat valorii proprii 

pjCb p
j :1, =∈

jj XbAx = [ ] pp
p CbbbB ×∈= K21

pCz∈
B )(Bλμ ∈  atunci din (20) avem 

XzXBzAXz μ== . Cum  iar 0≠z X  este o matrice monică (i.e. cu coloanele liniar independente) 
rezultă că  , adică  este vector propriu al matricei 0≠= Xzy y A  (conţinut în ) şi, deci, S )(Aλμ ∈ . 

Rezultă )()( AB λλ ⊂ . c) Presupunem că are loc (20) pentru o matrice  şi o matrice . 

Atunci avem , i.e. 

pnCX ×∈ ppCB ×∈
pCzXBzAXz ∈∀= , XXzxXXyAx Im,Im ∈=∀∈= , ceea ce înseamnă că 

 este un subspaţiu XS Im= A -invariant. d) Fie Sx∈  şi  doi vectori arbitrari. Subspaţiul  

fiind 

⊥=∈ STy S

A -invariant avem  şi, prin urmare, . Cum SAx∈ 0)( == xyAAxy HHH x  este un vector arbitrar 

din , rezultă , respectiv  pentru toţi S SyAH ⊥)( TyAH ∈ Ty∈ , adică subspaţiul T  este HA -invariant. 

 
Transformări de asemănare. Forma Jordan 

 
Vom fi interesaţi în transformări ale matricei A  care conservă spectrul de valori proprii. Astfel de 
transformãri sunt transformările de asemănare.  
Vom spune că două matrice A  şi  sunt asemenea dacă există o matrice nesingulară  astfel 
încât 

B nnCT ×∈

  .1−= TATB

Dacă matricea de transformare T  este unitară (în cazul real ortogonală) atunci matricele A  şi  se 
numesc unitar (ortogonal) asemenea. 

B

 
Dacă  sunt asemenea atunci au acelaşi spectru de valori proprii nnCBA ×∈,

 ( ) ,)( BA λλ =  

iar dacă  este un vector propriu al matricei nCx ∈ A  asociat valorii proprii λ , atunci vectorul , 
definit de 

nCy∈

  ,xTy =

este un vector propriu al matricei B din (21) asociat aceleiaşi valori proprii λ. 
Evident, valorile proprii ale unei matrice triunghiulare (în particular diagonale) sunt date de elementele 
sale diagonale. De aceea suntem interesaţi de situaţiile în care o matrice dată este asemenea cu o matrice 
având o astfel de structură. O matrice asemenea cu o matrice diagonală se numeşte diagonalizabilă. 
Dacă pentru toate valorile proprii distincte ale unei matrice date  avem nnCA ×∈

 ( ) ,dim ii nE =λ  



atunci matricea A  este diagonalizabilă, respectiv există o matrice nesingulară  astfel încât nnCXT ×− ∈= 1

  ( ).,,,diag 21
1

nXAX λλλ K=Λ=−

Într-un astfel de caz matricea A  este simplă, coloanele matricei de transformare X  formând un set de  
vectori proprii liniar independenţi ai matricei

n
A .  

În cazul general, cea mai simplă structură care poate fi obţinută prin transformări de asemănare este aşa 
numita formă canonică Jordan definită în următoarea teoremă. 
 
Teorema 2  Oricare ar fi matricea  există o matrice nesingulară  astfel încât nnCA ×∈ nnCX ×∈
  ( ),,,,diag 21

1
qJJJXAX K=−

unde 
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cu ( )Ai λλ ∈  şi . Matricele Ji  se numesc blocuri Jordan. nn
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Numărul şi dimensiunile blocurilor Jordan asociate fiecărei valori proprii distincte din spectrul matricei 
A  sunt unice, dar ordonarea blocurilor în (26) poate fi arbitrară. 

Forma canonică Jordan conţine maximul de informaţie structurală privitoare la o matrice dată. Totuşi 
structura Jordan (respectiv numărul şi dimensiunile blocurilor) este foarte sensibilă la perturbaţiile 
numerice în elementele matricei şi, din acest motiv, calculul numeric al formei canonice Jordan întâmpină 
dificultăţi serioase (vezi [5]) şi nu este recomandat pentru calculul valorilor proprii într-o aritmetică 
aproximativă. 
 

9.1.3. Localizarea valorilor proprii. Cercurile lui Gershgorin 
 
In unele aplicaţii o localizare a valorilor proprii într-un domeniu al planului complex este suficientă pentru 
a evidenţia anumite proprietăţi. Amintim, în acest context, problema aprecierii stabilităţii sistemelor 
dinamice liniare. De asemenea, o localizare a valorilor proprii permite stabilirea unor aproximaţii ale 
acestora utile pentru iniţializările necesare în diverse metode iterative. 
Există mai multe rezultate privitoare la localizarea valorilor proprii dintre care cel mai cunoscut este dat 
de teorema cercurilor lui Gershgorin.  
 
Teorema 3  Spectrul de valori proprii al unei matrice  satisface condiţia nnCA ×∈
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Demonstraţie. Fie ( )Aλλ ∈  şi x  un vector propriu asociat lui λ . Fie  componenta de modul maxim a 
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Se poate arăta că dacă unul din discurile lui Gershgorin este izolat de celelalte, atunci el conţine o valoare 
proprie a matricei A  şi numai una, oferind un mijloc de separare a valorilor proprii. 
Alte metode de localizare a valorilor proprii ale unei matrice, în general mai fine dar mult mai puţin 
utilizate în practica curentă, fac obiectul unor probleme rezolvate sau propuse (vezi secţiunile 9.8 şi 9.9). 
 

9.1.4. Condiţionarea numerică a valorilor şi vectorilor proprii 
 
Aşa cum s-a menţionat în primul capitol al lucrării, acurateţea rezultatelor obţinute prin rezolvarea unei 
probleme de calcul numeric într-un mediu de calcul aproximativ depinde esenţial de doi factori. Pe de o 
parte precizia obţinută depinde de “calitatea numerică a problemei”, i.e. de sensibilitatea rezultatelor la 
variaţiile datelor problemei în ipoteza unor calcule exacte. Este vorba de aşa numita condiţionare 
numerică a problemei. Pe de altă parte calitatea rezultatelor depinde de calitatea algoritmului utilizat, 
exprimată prin aşa numita stabilitate numerică a algoritmului respectiv. Întrucât condiţionarea numerică a 
valorilor proprii este independentă de modul de calcul al acestora, vom prezenta aici rezultatele esenţiale 
privitoare la aceasta, urmând ca discuţia despre calităţile algoritmilor propuşi să aibă loc în finalul 
capitolului. 
Aprecierea condiţionării numerice se face uzual prin stabilirea unor margini superioare pentru variaţiile 
rezultatelor în raport cu variaţiile datelor de intrare. Chiar dacă, de multe ori, aceste margini sunt 
supraevaluate ele oferă posibilitatea detectării situaţiilor critice în care erorile au tendinţa de a ieşi de sub 
control. Evaluarea sensibilităţii valorilor şi vectorilor proprii se bazează pe proprietăţile de continuitate ale 
acestora în raport cu elementele matricei. Precizăm de la început că ne vom ocupa în exclusivitate de cazul 
valorilor proprii simple. Valorile proprii multiple sunt, în general, mult mai sensibile decât cele simple, iar 
studiul analitic al sensibilităţii lor ridică dificultăţi importante. 
 
 A. Condiţionarea numerică a valorilor proprii 
 
Fie o matrice , o valoare proprie simplă nnCA ×∈ )(Aλλ ∈  şi vectorii proprii de normă euclidiană unitară 

 la dreapta, respectiv la stânga, asociaţi valorii proprii nCyx ∈, λ . Prin urmare avem xAx λ=  şi, 

respectiv, . Considerăm acum o perturbaţie HH yAy λ= GE ε=  cu 1=G  a matricei A . Vom fi 

interesaţi de evaluarea valorii proprii )(ελ  şi a vectorului )(εx  a matricei perturbate EAA +=
~

. 
Conform unor rezultate clasice [10], valoarea proprie )(ελ  şi vectorul propriu )(εx  admit dezvoltări în 
serie de puteri  

  K+++= 2
21)( εμεμλελ

  K+++= 2
21)( εεε vvxx

convergente într-o vecinătate a punctului 0=ε . Evident, avem λλ =)0(  şi xx =)0(  iar funcţiile )(ελ  şi 
)(εx  sunt continue şi derivabile în domeniul de convergenţă. Vom considera în cele ce urmează că 

parametrul ε  este suficient de mic pentru a putea neglija puterile superioare ale acestuia şi a ne mărgini la 
aproximaţiile liniare ale funcţiilor )(ελ  şi )(εx . În aceste condiţii putem aprecia că sensibilitatea valorii 
proprii )(ελ  pe “direcţia” definită de matricea G  este dată de 1μ  şi că pentru toate direcţiile de 
perturbare sensibilitatea sa poate fi definită prin numărul de condiţionare 
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Pentru a găsi o evaluare a acestui număr de condiţionare considerăm relaţia )()()()( εελεε xxGA =+  care 
derivată în raport cu ε  ne conduce, pentru 0=ε , la  

 111 vxAvGx λμ +=+ . 

Înmulţind această relaţie la stânga cu  rezultă , i.e.  

întrucât . Ţinând seama acum de faptul că pentru valorile proprii simple avem  (vezi 
problema rezolvată R9.5) obţinem 

Hy 111 vyxyAvyGxy HHHH λμ +=+ xyxGy HH
1μ=

HH yAy λ= 0≠xyH
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Prin urmare, numărul de condiţionare al unei valori proprii simple este  

 
xyH
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CG nn
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μκλ . 

Valoarea minimă a numărului de condiţionare este 1 şi se obţine atunci când vectorii proprii la stânga şi la 
dreapta, asociaţi valorii proprii de interes, sunt coliniari (aceasta se întâmplă, de exemplu, la matricele 
hermitice şi, în particular, la matricele reale simetrice). Conform dezvoltărilor de mai sus, condiţionarea 

λκ  indică nivelul de amplificare al erorilor absolute din datele iniţiale care se regăsesc în erorile absolute 
ale valorilor proprii. Prin urmare, pentru valori proprii cu acelaşi număr de condiţionare erorile relative 
vor fi cu atât mai mari cu cât valorile proprii sunt de modul mai mic. 
În aplicaţii prezintă interes de multe ori condiţionarea unui grup de valori proprii sau a întregului spectru 
al unei matrice date. O cale de a defini condiţionarea unui grup de valori proprii este de a considera o 
normă a vectorului condiţionărilor numerice a valorilor proprii individuale care fac parte din grup. O altă 
cale face apel la conceptul de proiector spectral care  exprimă condiţionarea unui grup de valori proprii 
prin poziţia relativă a subspaţiilor A -invariante şi -invariante generate de vectorii proprii la dreapta 
şi la stânga asociaţi valorilor proprii din grup. Pentru detalii recomandăm consultarea, de exemplu, a 
lucrărilor [13], [29], [30]. 

HA

Încheiem consideraţiile noastre privitoare la condiţionarea numerică a valorilor proprii prin prezentarea 
teoremei Bauer-Fike care reprezintă un rezultat important ce permite exprimarea condiţionării numerice a 
spectrului unei matrice simple într-un context general. 
 
Teorema 4  Considerăm o matrice  diagonalizabilă şi fie  o matrice nesingulară de nnCA ×∈ nnCX ×∈
vectori proprii ai matricei A . Dacă  este o matrice de perturbaţie arbitrară şi nnCE ×∈

)( EA+∈λμ  este o valoare proprie a matricei perturbate EAA +=
~

, atunci 
 EXe

A
⋅≤−=

∈
)(min)(

)(
κμλμ

λλ
 

unde  
 1)( −⋅= XXXκ  

este numărul de condiţionare la inversare al matricei X  a vectorilor proprii iar ⋅  este orice 
normă matriceală consistentă care satisface condiţia  
 )(max),,,(diag

:1
21 i

ni
n αααα

=
=K  

(în particular, ⋅  poate fi oricare din normele ∞=⋅ ,2,1, p
p

 ). 

 



Demonstraţia teoremei poate fi găsită în [13]. Aici ne vom mărgini la prezentarea unor succinte 
comentarii. În primul rând rezultatele specificate în teoremă sunt valabile nu numai pentru perturbaţii mici 
ci pentru orice nivel al perturbaţiilor. În al doilea rând, trebuie evidenţiat rolul jucat de numărul de 
condiţionare la inversare al matricei vectorilor proprii în caracterizarea condiţionării valorilor proprii. 

Interpretând raportul 
E

e )(μ  drept sensibilitate (condiţionare) numerică a valorii proprii a matricei A  

pentru care se atinge minimul din (36) rezultă că numărul de condiţionare la inversare al matricei 
vectorilor proprii este o margine superioară pentru numerele de condiţionare ale tuturor valorilor proprii 
şi, în consecinţă, poate fi folosit drept măsură pentru condiţionarea întregului spectru. Se pot face şi alte 
conexiuni între rezultatele din teorema Bauer-Fike şi numerele de condiţionare definite anterior [13]. 
Încheiem aceste scurte comentarii cu remarcarea faptului că teorema 9.4 confirmă observaţia că matricele 
hermitice (simetrice în cazul real) au un spectru perfect condiţionat numeric întrucât, după cum vom vedea 
în capitolul 11, acestea au un set complet de vectori proprii ortogonali, i.e. matricea vectorilor proprii este 
unitară (ortogonală) şi, deci, are în raport cu norma 

2
⋅  numărul de condiţionare la inversare egal cu 1 

(cel mai mic posibil). 
 
 B. Condiţionarea numerică a vectorilor proprii 
 
Fie o matrice  cu valorile proprii simple nnCA ×∈ nkk :1, =λ  şi vectorii proprii asociaţi  de 

normă euclidiană unitară. Considerăm matricea perturbată 

n
k Cx ∈

EAA +=
~

, unde GE ε=  cu 1=G  şi fie 
)(ελk , )(εkx ,  valorile proprii, respectiv vectorii proprii asociaţi ai matricei perturbate. La fel ca 

în cazul valorilor proprii, pe baza dezvoltării în serie de puteri (31) a funcţiei vectoriale 
nk :1=

)(εx , în ipoteza 
unor variaţii ε  mici, putem aprecia că sensibilitatea vectorului propriu )(εx  pe “direcţia” definită de 
matricea  este dată de G 1v  şi că pentru toate direcţiile de perturbare sensibilitatea sa poate fi definită 
prin numărul de condiţionare 

 1

1

max v
G

CG
x nn

=
∈ ×

=κ . 

 Adaptând notaţiile la noul context, relaţia (33) se poate scrie sub forma 
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Deoarece, în ipotezele menţionate, vectorii proprii nkxk :1, =  formează o bază a spaţiului , rezultă că 

putem exprima vectorul  în raport cu această bază prin relaţia  care, introdusă în (39), 

produce 

nC

)(
1

kv ∑
=

=
n

i
i

k
i

k xv
1

)()(
1 γ

 . knkiik

n

ki
i

k
i xIGx )()(

1

)( μλλγ −=−∑
≠
=

Înmulţind la stânga ultima relaţie cu , unde  este vectorul propriu la stânga al matricei H
iy iy A  asociat 

valorii proprii iλ  şi, ţinând seama (vezi problema rezolvată R9.5) de faptul că  şi 

obţinem  
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cu care numărul de condiţionare (39) devine 
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Se observă din evaluarea (43) că sensibilitatea unui vector propriu la variaţiile elementelor matricei 
depinde atât de sensibilităţile tuturor celorlalte valori proprii cât şi de depărtarea valorii proprii asociate de 
celelalte valori proprii. În consecinţă, mai ales în cazul existenţei unor valori proprii apropiate, 
condiţionarea numerică a vectorilor proprii este mult mai rea decât cea a valorilor proprii. De aceea în 
literatura de specialitate se recomandă evitarea calculului vectorilor proprii. Din fericire, în majoritatea 
aplicaţiilor, aceştia pot fi înlocuiţi cu succes de vectorii Schur (vezi secţiunea ce urmează). 
Problema condiţionării unor grupuri de vectori proprii se formulează mai general sub forma condiţionării 
subspaţiilor invariante. Condiţionarea subspaţiilor invariante este influenţată decisiv de localizarea 
valorilor proprii asociate. Este însă posibil ca un subspaţiu invariant generat de vectori proprii rău 
condiţionaţi să aibă o condiţionare foarte bună dacă grupul corespunzător de valori proprii este bine 
separat de restul valorilor proprii. Pentru detalii privitoare la cuantificarea condiţionării subspaţiilor 
invariante se poate consulta lucrarea [29]. 

 
9.2. Forma Schur reală. Tehnici de deflaţie 

 
O modalitate de abordare a calculului valorilor proprii ce pare a fi naturală, respectiv determinarea 
polinomului caracteristic şi rezolvarea ecuaţiei caracteristice, este practic abandonată în calculul numeric 
actual pentru dimensiuni de matrice cât de cât semnificative,  pe de o parte din cauza sensibilităţii ridicate 
a rădăcinilor în raport cu perturbaţiile numerice în coeficienţii ecuaţiilor algebrice, iar pe de altă  parte din 
cauza complexităţii relativ ridicate a algoritmilor disponibili pentru calculul coeficienţilor polinomului 
caracteristic. Din aceste motive, metodele numerice cele mai performante de calcul a valorilor proprii fac 
apel la structuri (cvasi)triunghiulare, cum este forma Schur (reală). 
Baza teoretică a calculului performant al valorilor proprii ale unei matrice este dată de următoarea 
teoremă. 
 
Teorema 4. Pentru orice matrice  (în particular nnCA ×∈ nnRA ×∈ ) există o matrice unitară 

nnCQ ×∈
~

 astfel încât matricea unitar asemenea cu A  

(44) nnH CQAQS ×∈=
~~~

 
este superior triunghiulară. 

În cazul real, pentru orice matrice nnRA ×∈  există o matrice ortogonală  astfel nnRQ ×∈
încât matricea ortogonal asemenea cu A  
(45)  nnT RSQAQS ×∈==
are o structură cvasisuperior triunghiulară 
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unde blocurile diagonale  sunt matrice qiSii :1, = 11×  sau 22× , cele de dimensiune  având 22×
valorile proprii complexe. 
 
Matricea S~  din (27) poartă numele de formă Schur (FS) a matricei A  dacă A  este complexă şi de formă 
Schur complexă (FSC) a lui A  dacă A  este reală. Matricea  din (45), (46) poartă numele de formă 
Schur reală (FSR) a matricei A. Coloanele 

S
njeQq jj :1,~~ ==  ale matricei Q~  (respectiv coloanele 

 ale matricei Q) se numesc vectori Schur ai lui njeQq jj :1, == A  şi formează o bază unitară a spaţiului 

 (respectiv, o bază ortogonală a spaţiului ) numită baza Schur asociată lui nC nR A . În multe aplicaţii 



vectorii Schur pot înlocui cu succes vectorii proprii. Evident, elementele diagonale ale matricei S~  sunt 
valorile proprii ale matricei A , iar în cazul formei Schur reale avem 

(47)  ( ) ( ) ( )ii

q

i
SSA λλλ

1=
== U

şi, în consecinţă, în acest caz calculul spectrului de valori proprii se reduce la rezolvarea unui set de 
ecuaţii algebrice de grad cel mult doi. 
 
Demonstraţia teoremei9.4. Această demonstraţie pune în evidenţă o tehnică procedurală numită deflaţie, 
care stă la baza algoritmului fundamental de reducere a unei matrice reale date la forma Schur reală printr-
un şir de transformări ortogonale de asemănare. 

a) Mai întâi arătăm cum se pune în evidenţă, printr-un pas de deflaţie, o valoare proprie reală. 
Dacă ( )Aλλ ∈  este reală, fie  un vector propriu asociat. Fără restrângerea generalităţii putem 
presupune 

nRx ∈1

1
21 =x . Considerăm o matrice ortogonală  a cărei primă coloană este , i.e. 1Q 1x

(48)  [ ] ( )1
11 , −×∈= nnRYYxQ

 (o astfel de matrice există întotdeauna: de exemplu  poate fi un reflector elementar care anulează 
elementele  ale vectorului ). Evident, avem 

1Q
n:2 1x

(49)  01 =YxT

şi, ţinând seama de faptul că 111 xxA λ= , rezultă 

(50) ,      111111 λλ == xxxAx TT ,0111 == xYxAY TT λ
de unde obţinem matricea 
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care este în formă Schur reală în prima coloană. 
b) Un pas de deflaţie corespunzător unei perechi de valori proprii complex conjugate 

(52) 0,2,1 ≠±= ββαλ i  

pune în evidenţă un bloc diagonal 22×  din forma Schur reală. Într-adevăr nu este greu de arătat că 
vectorii proprii asociaţi valorilor proprii (52) pot fi aleşi complex conjugaţi 

(53)  ivux ±=2,1

cu  liniar independenţi. Din relaţia de definiţie nRvu ∈,

(54) ( ) ( ) ( )ivuiivuA ±⋅±=± βα  

rezultă imediat 
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Vectorii u şi v fiind liniar independenţi generează un subspaţiu liniar [ ]vuS Im=  bidimensional. Fie 

 o bază ortonormală a acestui subspaţiu şi Syy ∈21, ( )2−×∈ nnRZ  o completare până la o matrice 

ortogonală a matricei  respectiv astfel încât matricea [ ] 2
21

×∈= nRyyY

(56)  [ ]ZYQ =1



este ortogonală. În raport cu baza de mai sus vectorii Svu ∈,  se pot scrie 

(57) ,       221111 ytytu += ,222112 ytytv +=
respectiv 

(58)  [ ] TYvu =

unde  este nesingulară, întrucât u şi v sunt liniar independenţi. În consecinţă, din (55) avem 22×∈RT
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are valorile proprii complex conjugate 2,1λ . Prin urmare din (56), (59) avem 
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iniţiindu-se reducerea la forma Schur reală prin punerea în evidenţă a unui bloc diagonal . 22×
Procesul de deflaţie iniţializat în (51) sau (62) poate fi continuat acţionând ca mai sus asupra matricei B, 
ceea ce este echivalent cu acţiunea asupra matricei  prin transformãri ortogonale de asemănare definite 

de matrice de forma 
1A

),(diag 22 QIQ = . În final, după q paşi de deflaţie se obţine forma Schur reală. 
Matricea cumulată a transformărilor ortogonale este dată de 

(63)  .21 qQQQQ K=

Teorema 9.4 este demonstrată. 

În continuare ne vom limita universul de investigaţie la clasa de matrice predominantă în practica 
numerică şi anume cea a matricelor reale. Dacă în cazul complex apar numai deflaţii de tipul a), în cazul 
real avantajul principal constă în faptul că forma Schur reală a unei matrice reale poate fi calculată 
utilizând exclusiv o aritmetică reală. În acest fel, în procesul de calcul al valorilor proprii ale unei matrice 
reale numerele complexe apar numai în final, la calculul valorilor proprii ale blocurilor diagonale . 22×

 
Aplicarea procedurii de deflaţie presupune cunoaşterea la fiecare pas al procedurii, a unui vector propriu 
de normă unitară (respectiv a unei perechi  complex conjugate de vectori proprii) asociat valorii proprii 
corespunzătoare. Calculul unui vector propriu, în absenţa informaţiei privitoare la valoarea proprie 
asociată, nu este posibil, pentru matrice de ordin superior lui patru, printr-o secvenţă finită de operaţii 
elementare, pentru că s-ar contrazice un rezultat fundamental din algebră conform căruia rezolvarea 
ecuaţiilor de grad superior lui patru nu este posibilă printr-un număr finit de operaţii aritmetice elementare 
şi extrageri de radical. 
De aceea procedura de deflaţie trebuie să fie completată cu o procedură de determinare a unui vector 
propriu, fără cunoaşterea valorii proprii asociate. O astfel de procedură va furniza, inerent, o aproximaţie 
mai mult sau mai puţin precisă a vectorului propriu, atât datorită erorilor de trunchiere, cât şi erorilor de 
rotunjire. În acest context este important de ştiut care este cea mai bună aproximaţie a valorii proprii 
asociate unui vector propriu cunoscut aproximativ. Fie  un astfel de vector propriu aproximativ şi nRx∈



considerăm drept cea mai bună aproximaţie a valorii proprii asociate soluţia în sensul celor mai mici 
pătrate a sistemului de  ecuaţii şi necunoscuta scalară n μ  

(64) ,xAx =μ  

i.e. acel μ  care minimizează norma euclidiană a reziduului de ecuaţie ( ) .xxAr μμ −=  Conform celor 
arătate în capitolul 3 avem  

.)( 1 AxxxxxAx TT ⋅== −+μ  

Numărul 

(65) ,
xx
xAx

T

T
=μ  

se numeşte câtul Rayleigh asociat perechii  şi joacă un rol esenţial în calculul (aproximativ) al 
valorilor proprii. Pentru început să observăm că, aplicarea procedurii de deflaţie, cu transformarea (48), în 
care  este un vector propriu aproximativ, de normă unitară, conduce la 
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având μ  dat de (65) şi vectorul  de normă euclidiană “mică”. Prin urmare, aplicarea 
transformării (48) reprezintă, în condiţiile date, un pas de deflaţie optim întrucât 

1xAYh T=
μ  este cea mai bună 

aproximaţie de care dispunem. O concluzie asemănătoare se poate stabili şi în cazul unei perechi de valori 
proprii complex conjugate. 
Observaţiile de mai sus evidenţiază necesitatea unei proceduri de calcul a unui vector propriu. Dintre 
metodele cele mai folosite în acest scop sunt tehnicile iterative cunoscute sub denumirile de metoda 
puterii şi metoda puterii inverse. 
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