Aproximare uniforma.

1.Fief: [1, 3]R, £(x) = x> - x* . Sise determine valoarea exacti a polinomului
minimax de gradul 2 si o valoare aproximativa a polinomului minimax de gradul 1, folosind primul
algoritm Remes.

2. Pentru functia £: [-1, 1]—-R, £ (x)=x’-x+1 se cere valoarea exacti a polinomului
minimax de gradul 4 si o valoare aproximativa a polinomului minimax de gradul 2, folosind primul
algoritm Remes.

3. Functia £ este datd prin valorile:

x |-1]-0.5]0.51
f(x) | 1 0 2 |1

Calculati polinomul minimax de grad 2, folosind primul algoritm al Iui Remes.
Indicatie: Se observa ca abscisele sunt punctele de oscilatie ale polinomului T3 (x) .

k
Acestea sunt cosTn, k =0:3(cos 0 =1, cos n/3 = 0.5, cos 2n/3=-0.5,

cos m = -1)

4. Functia £ este datd prin valorile:

x -1]0] 1
f(x) | 1 |2]-1

Calculati polinomul minimax de grad 1, folosind primul algoritm al Iui Remes.
Indicatie: Se observa ca abscisele sunt punctele de oscilatie ale polinomului T>(X).

k
cos?n, k =0:2(cos 0 =1, cos /2 = 0, cos 3n/2 = -1)

5. Pentru functia £: [-2, 2] — R, £(x)=x" +1 se cere valoarea exacti a polinomului
minimax de gradul 3 si o valoare aproximativa a polinomului minimax de gradul 2, folosind primul
algoritm Remes.

6. Scrieti o functie Matlab cu semndtura: function a=Remesl (n, f), care calculeaza
coeficientii polinomului minimax de grad n, folosind primul algoritm a lui Remes. Functia £ este
definita pe [-1,1]. Se va defini si folosi o functie pentru calculul coeficientilor polinomului de
interpolare Lagrange de grad n al unei functii date prin doua tablouri x si y, functie cu semnatura:
a=Coeflagr(n,x,y).

Aproximare in sensul cmmp.
Aproximare polinomiala continua.
1. Pentru functia £: [-1, 1]—-R, £ (x)=x>-x+1. Se cere dreapta care aproximeazi cel mai

bine polinomul in sensul celor mai mici patrate cu functia pondere 1.

2.Fie£f:[1, 3]>R, £(x) = x> — x* .Sise determine polinomul de aproximare in sensul
celor mai mici patrate de gradul 1, considerand functia pondere w (x) = 1.

Aproximare polinomiala discreta.



1. Functia £ este data prin valorile:

X -1|-0.5|0.5|1
£f(x) | 1 0 2 1

Calculati polinomul de aproximare in sensul celor mai mici patrate de grad 2, cu functia pondere
w(x)=1.

2. Functia £ este data prin valorile:

x |-1]0] 1
f(x) | 1 |2]-1

Calculati polinomul de aproximare in sensul celor mai mici patrate de grad 2, cu functia pondere
w(x)=1.

3. Sa se arate cd pentru o functie £, cunoscuta prin

X X0 X1 e e e Xn
£(x) | £(x0 | £(x1) ... £(x,)
polinomul de interpolare B (x,) = £(x,), i = 0 : n este acelasi cu polinomul de

aproximare discretd in sensul celor mai mici patrate de grad n, Q_(x) , adicd
B(x) = Q.(x)-

4. Scrieti o functie Matlab, cu semndtura: [x,y]=Sist(a,b,c) care rezolva sistemul
supradeterminat a; x+b;y=c;, i=1:n. in sensul celor mai mici patrate.

5. Rezolvati sistemul de ecuatii:
3x - 2y = 5
2x y = 3
X 3y = 6
4 - 4y =1

In sensul celor mai mici patrate

+
+

Aproximare trigonometrica continua

1. Pentru functia £ (x)=|x]|, xe (-n, =) determinati polinomul trigonometric de
aproximare continud in sensul celor mai mici patrate de grad 3.

2.Pentru functia £ : lO, 211J — R, £f(x) = x - cos x .Determinati polinomul trigonometric

a . . < . .
P =2+ a, - cos(x) + a, - sin(x) care realizeazi aproximarea continui conform

72

principiului celor mai mici patrate.

3. Se stie cd baza: sin(x) , sin(2x), ..., sin(nx) este ortogonald in raport cu produsul
scalar continuu:

- 0 q#r

[ g - u,(x) ax = .

T n g=r

Functia £ impara, poate fi aproximata in sensul celor mai mici pétrate sub forma:

P.(x) = b, sinx + b, sin2x A + b, sinnx



Scrieti o functie Matlab pentru calculul coeficientilor polinomului de aproximare continua
trigonometrica in sensul celor mai mici patrate, avind semnatura: b=trig(n, f).
Pentru calculul integralelor se considera cunoscuta functia: function y=Integ(n, £).2px

4. Se stie ca baza: sin(x) , sin(2x), ..., sin(nx) este ortogonald in raport cu produsul
scalar continuu:

[ g - u (x) ax =

—n

0 q#r
I q=r
O functie £ impara, poate fi aproximata in sensul celor mai mici patrate sub forma:
P.(x) = b, sinx + b, sin2x A + b, sinnx
Pentru functia £ (x)= x + sin x, x€e (-, m) determinati polinomul trigonometric de
aproximare de ordin 3, n sensul celor mai mici patrate
4.a) Aratati ca baza:

% sin (x) cos (x) A sin (px) cos (px)

este ortogonald 1n raport cu produsul scalar continuu:

2 0 q#r
J.uq(x) - u,.(x) dx = o -
0 Q=

b) Folosind proprietatea de la pct. a) sa se calculeze coeficientii polinomului minimal de
aproximare continud trigonometrica in sensul celor mai mici patrate:
a
0

p(x) = 72

. 1
5. Stiind ca baza: — sin(x) cos(x) A sin (nx) cos (nx) este ortogonala in raport cu

V2

produsul scalar continuu:

+ b, sinx + a, cosx + A + b, sinpx + a, cos px

2z 0 q#r
juq(x) -u.(x) dx = {
° n g-=r

Sa se calculeze polinomul trigonometric de aproximare in sensul celor mai mici patrate

pentru functia £ (x)=|x|, xe (-1, T)

Aproximare trigonometrica discreta

1. Se stie ca baza trigonometrica:

— sinx cosx A sinnx cos nx esteortogonald in raport cu produsul scalar

2

2n-1 =
discret, Zup(xk)- uq(xk) = {0 P s :,cu X, = k_n, k=0:2n-1
n

k=0

1 2n-1 ko
a)aratati ca: a, = —(— - f(_j



2n-1 .

k k

a, = zf(_n) . cos K3
k=0 \ D n

b)scrieti o functie Matlab, function [a0,b,a]=cpitrig(n, £) care calculeaza
coeficientii polinomului trigonometric de interpolare de ordin n asociat functiei £

2. Pentru functia £, cunoscuta prin

x 0 |n/2|n|3n/2
f(x) | -1|0 1|2

calculati cel mai bun polinom de aproximare trigonometrica in sensul celor mai mici patrate de
ordin 2.

. 1 N
3. Sestiecabaza: — sin(x) cos(x)A sin(nx) cos (nx) este ortogonald in raport cu

2

produsul scalar discret:

2n-1 {0 q#r o-k

Z ug(xy) - u(xy) = cux, = , k 0:2n-1
k=0

qQq=r n

Calculati coeficientii polinomului de aproximare discretd trigonometrica in sensul celor mai mici
patrate:

2, . .
p(x) = — + b, sinx + a, cosx + A + b, sinnx + a_, cosnx

2

4. Se stie cd baza: sin(x), sin(2x), ...,sin(nx) este ortogonald in raport cu produsul
scalar discret:

> ug(x,) - u,(x,) = ar1 0T e e = TE 1.
bl - B 2 q=r . n+1’ ’

Calculati coeficientii polinomului de aproximare discreta trigonometrica in sensul celor mai mici
patrate: p(x) = b; sinx + b, sin2x A + b, sinnx
Aproximare Cebasev continua

1. Se considera functia £ : [-1, 1] > R, f(x) = xV1 — x? . Calculati coeficientii
polinomului Cebasev de grad 3 de aproximare continua in sensul cmmp.

2. Pentru functia £: [-1, 1]—-R, £ (x)=x>-x+1 se cere:
Polinomul de aproximare in sensul celor mai mici patrate Cebasev de grad 2.

3. Pentru functia £ : [— 1, 1] - R, f(x) = e™, determinati polinomul
a . . . o .
P = T; + a,;T,(x) + a,T,(x) care realizeaza aproximarea continua conform principiului celor

mai mici patrate

Aproximare Cebasev discreta



. 1
1. Se stie cd baza Cebasev: —— T,(x) A T, (x) este ortogonali in raport cu produsul scalar

2

n 0 p=#*gq
Z up(xk) -u q(xk) =4qn+1 _ _ incare xx, k=0 :n sunt radacinile polinomului
k=0 2 N
Cebasev de gradul n+1: Tp; (xx) =0
: 2k + 1
a)aratati ca: a, = z ( —_— nj
n+1 = 2n + 2
2k +1 2k +1
a; = Zf( nj-cos—-nj
n+1l = 2n + 2 2n + 2

b) scrieti o functie Matlab, function [a0,a]=cpiceb (n,f) care calculeaza coeficientii
polinomului Cebasev de grad n de aproximare in sensul celor mai mici patrate, asociat unei
functii £: [-1,1]—> R

2. Se stie ca baza Cebasev: T, (x) A T, (x) este ortogonald in raport cu produsul scalar

1
J2

discret:

n 0 q#Tr

Zuq(xk) cu,(x,) = yn+1 q=r cu T ,,(x,) =0,k=0:n
k=0 2

Scrieti o functie Matlab pentru calculul coeficientilor polinomului de aproximare discretd Cebasev
in sensul celor mai mici patrate:

)
P(x) = — + a,T, (x) + A + a,T, (x)
\/E 11
Avénd semnitura: function a=Ceby (n,y), in care y este vectorul valorilor functiei £ in
.. . . 2k +1
radacinile polinomului Cebasev. ( x, = cos u , =0:n)
2n + 2

Functia este cunoscuta in punctele x, pentru care Tp41 (%) =0 prin:

£(x) | Yo Y1 - ¥n

3. Se stie ca baza Cebasev: T, (x) A T, (x) este ortogonald in raport cu produsul scalar

1
2

discret:

n 0 q#r

Zuq(xk) -u,(x,) =4n+1 -y cu T ,,(x,) =0,k=0:n
k=0 2

Calculati polinomul de aproximare discretd Cebasev in sensul celor mai mici patrate de grad 2

stiind ca functia £ cunoscuta in punctele:

x | -V3/2 |0 |+3/2




£ |1/2 1 -1/2

Integrare numerica.

Metode Newton-Cotes

1
1. Calculati aproximativ integrala: I ln(l + x2) dx
0
a) Folosind formula compusa a trapezelor cu n=4
b) Scrieti o functie Matlab care calculeaza o integrala, prin metoda compusa a lui Simpson.

b n
2. Pentru formula de integrare de tip Newton-Cotes: I f(x)w(x)dx =~ z ainf(x.m)
i=0

a

b

Sé se arate cd:a;, = I w(x)L, (x)dx ,incare 1;,(x) reprezintd multiplicatorii din formula de
interpolare Lagrange.
Metode gaussiene.

b n
1. Pentru formula de integrare gaussiana: J. £(x) w(x) dx = z a;, f(xin) Sa se arate ca:

a i=0

b

ain = I W(X) lfn (X) dx

a
in care 1;, (%) reprezintd multiplicatorii din formula de interpolare Lagrange.

1
2. Se considerd integrala I = I £(x)dx si formula de integrare:
-1
1
J. f(x) dx =~ alf(xl) + azf(xz) + azf(xz) + b,f(- 1) + b,£(1). Determinati x;, a;,
-1
i=1:3, b; si b, astfel incit formula sa aiba grad maxim de valabilitate. Precizati gradul de
valabilitate al formulei.
Indicatie: Nodurile x;, %, si X3 se determina din conditiile de ortogonalitate:
1 3
I n(x)p(xp*dx = 0, k=0:2, incare n(x) = H (x - xi), p(x) = (x - 1)(x + 1)x
-1

i=1

3. In formula de integrare gaussiana:
b

If(x) . w(x) dx = Zai . f(xi)

a

n
nodurile x; sunt determinate din conditia de ortogonalitate a polinomului: m(x) = H (x - xi)
i=1
cu un polinom oarecare de grad mai mic decat m(x), in particular x*:
b
In(x)-w(x)-xkdx=0, k=0:n-1

a



4. Extinderea formulei de integrare, prin adaugarea unor noduri date z;, i=1 : m conduce la
urmaitoarea formuld de integrare:

b n m

J.f(x) - w(x) dx = Zai . f(xi) + Zbi . f(zi)

a i=1 i=1

Determinarea nodurilor x;, n acest caz, se face din conditia de ortogonalitate extinsa:
b

In(x)'p(x)-w(x)-xkdx=0, k=0:n-1

i; care:

o) = ] (x - =)

Coeﬁcien;ilai, i =1 :ngib;, i = 1 : m se determind impunand ca formula sa fie

exacta pentru polinoame pana la un anumit grad (n+m).

5. Pentru formula de integrare:
1

[ £(x) ax ~ a; - £(x,) + a, - £(x,) + b, - £(- 1) + b, - £(2)
-1
Se cere sa se determine x;, X,, ai, a,, bi, b,,astfel incat formula sa aiba grad de

valabilitate cat mai ridicat.
1

6. Se considera formula de integrare: I f(x) dx = K(f(x,) + £(x;) + £(x,))

-1
Sa se determine K, %o, X;, X, astfel incat formula si aiba gradul de valabilitate cel mai mare
posibil.

7. Se considera formula de integrare:
1

[ £(x) ax ~ a,£(x;) + a,£(x,) + b,£(0) + b,£(2).

0

Determinati x;, x,, aj;, az, bi, b, astfel incit formula sa aibd gradul de valabilitate
maxim.

Indicatie: Nodurile X; si X, se determind din conditiile de ortogonalitate:

1

J.(x—xl)(x—xz)'x'(x—l)xkdx=0, k=01.

0

Coeficientii formulei se determind impunand formulei de integrare un grad de valabilitate
corespunzator.

b
8 Se considerd integrala: I = J.f(x) dx si formula de integrare:I = alf(xl) + azf(xz).

Determinati x;, x5, @; §i @, astfel incat formula sa aiba gradul de valabilitate maxim.
Indicatie: Nodurile x; si x, se determina fie direct, ca rddacini ale polinomului ortogonal
Lagrange, fie din conditia de ortogonalitate:

b
J.(x—xl)(x—xz)-xkdx=0, k=01.

a



1
9. Pentru calculul integralei I = I £(x)dx se propun urmitoarele formule de integrare:
-1

M 1~ K(E(x,) + £(x,))
@ I~ af(x)+ af(x,)
(3) I~ af(x,)+ a,f(x,)+ bf(- 1) + b,£(1)

Determinati In cele 3 cazuri nodurile x; si %, si coeficientii K, a; si by, 1i=1:2, stiind ca
formulele au grade de valabilitate maxima. Care dintre formule este mai buna?

Indicatie: In formula (2) nodurile x; si x, se determini fie direct, ca radacini ale polinomului
ortogonal Lagrange, fie din conditia de ortogonalitate:

b
I(x—xl)(x—xz)-xkdx=0, k=01.

Pentru formula (3) conditia de ortogonalitate extinsa este:

b

j(x—xl)(x—xz)-(x—l)-(x+1)-xkdx=0, k=01.

Ponderile se determind din sistemul obtinut, impundnd formulei gradul de valabilitate
corespunzator.

_2
e ™ dx

10. a) Calculati integrala: I = J. 5 1
X"+ X+

, folosind o formula gaussiand de ordin 2 (cu 2

— a0

terment).

+o0
b) Scrieti o functie Matlab: function y=GH (n, £) pentru calculul integralei j e xzf(x)dx ,
folosind o formuld Gauss-Hermite cu n termeni. Ponderile se calculeaza rezolvand sistemul linear
obtinut, impunand ca formula sa fie exacta pentru polinoame de grad 0, 1,...

Indicatie: Nodurile x; si x, se determina fie direct, ca radacini ale unui polinom ortogonal
Hermite, fie din conditia de ortogonalitate:

a0

I(x - xl)(x - x2) . w(x) . x*dx = 0, k=01. Valorile integralelor
;0 n-1

I x"e * dx se obtin cu  formula de  recurentd: I, = P I._,,
I, = J.e_xzdx=\/;,11= Ix e dx = 0

11. Se considerd integrala I = J. £(x)dx si formula de integrare:

0
a

[ £(x) ax ~ a,£(x,) + a,£(x,) + b,£(0) + b,£(a).

0

Determinati x;,a;, b;, i=1:3, astfel incat formula si aiba grad maxim de valabilitate.
Precizati gradul de valabilitate al formulei.

Indicatie: Nodurile x; si x, se determina din conditiile de ortogonalitate:
1

j (x - x; )(x - X, )x(x — a)x*dx = 0, k=0:1. Coeficientii se determini impunand
-1
formulei de integrare un grad de valabilitate corespunzator.

8



12. a) Construiti o formuld de integrare de ordin 2, de tip Gauss pentru calculul unei integrale

definite de forma: I = I e"£f(t) dt

— 00

b) Scrieti o functie Matlab care calculeaza integrala pe baza formulei de la punctul a)

13. Construiti formule de integrare de tip Gauss pentru integralele:
t £(t) dt

n, = |

. Vit —a) (b - t)

avand grad de valabilitate 3.

b
I, = [Jit-a® -t at

14. Pentru formula de integrare:
[efx) ax = a fx,) + a,f(x;) + a,f(x,)
0

determinati a,, a,, a,, X,, X;, X, astfel incat formula sd aiba gradul de valabilitate

maxim posibil.

15. Se considera formula de integrare:
1

[ £(x)dx = a,f(- 1) + a,£(x,) + a,f(x,) + a,£(2)

-1

Sa se determine x; ,x,,a0,a1,a,,as astfel incat formula sa aiba gradul de valabilitate 5.
Indicatie: Polinomul cu radacinile x; si x, trebuie sé fie ortogonal cu polinoamele de grad < 1
relativ la functia pondere w (x) = (x+1) (x-1). Coeficientii ag, ai, a, i azse determina
impunand ca formula sa fie exactd pentru polinoame de grad 0, 1, 2, 3.

16. a) Construiti o formula de integrare de tip Gauss cu 4 termeni pentru integrala:
? £(t) dt
1=
a \/(t - a)(b - t)
b) Scrieti o functie Matlab pentru calculul integralei precedente, folosind o formula cu n termeni.
Functia are semnitura function GC(a,b,n, £f)

17. Polinoamele Laguerre se calculeaza cu relatia de recurenta:

2n — 1 - x n-1
Gn=f'Gn—l_ - .

G, ,, n2226G, =16 =1-x

a) Pentru integrala I = I e *f(x) dx stabiliti formula de integrare Gauss-Laguerre cu doi
0

termeni.
b) Scrieti o functie Matlab, function g=Laguerre (n), care calculeaza coeficientii polinomului
Laguerre, pe baza formulei de recurenta. (Produsul a doud polinoame p si q se calculeaza apeland
functia r=conv (p,q))
¢) Scrieti o functie Matlab, function z=GG (n, £) care calculeazi integrala, folosind o formula
Gauss-Laguerre cu n termeni. Ponderile din formula se calculeaza cu relatia:

Xy

- (n + 1)2Gn+1(xk)
Radacinile x ale polinomului p se calculeazd cu x=roots (p).

A,

, k =1:n

18. Polinoamele Laguerre se calculeaza cu relatia de recurenta:

9



)
a) Pentru integrala I = I e “f(x) dx stabiliti formula de integrare Gauss-Laguerre cu doi

0
termeni.
b) Scrieti o functie Matlab, function g=Laguerre (n), care calculeaza coeficientii polinomului
Laguerre, pe baza formulei de recurentd. (Produsul a doud polinoame p si g se calculeaza apeland
functia r=conv (p,q))
¢) Scrieti o functie Matlab, function z=GG (n, £) care calculeazi integrala, folosind o formula
Gauss-Laguerre cu n termeni. Ponderile din formula se calculeaza prin rezolvarea unui sistem de
ecuatii in care se impune un grad de valabilitate determinat. Integralele care apar ca termeni liberi

[2e]
de forma I x*e™™ dx se calculeazi cu relatie de recurenti.
0
Radacinile x ale polinomului p se calculeaza cu x=roots (p). x

19. Polinoamele Hermite se calculeaza cu relatia de recurenta:

H =2x-H _,-2-(n-1)-H__,, n>2 H =1, H = 2x

n n

a0
a) Pentru integrala I = I e ™ £(x) dx stabiliti formula de integrare Gauss-Hermite cu 2

— o0
termeni.
b) Scrieti o functie Matlab, function g=Hermite (n), care calculeaza coeficientii polinomului
Hermite, pe baza formulei de recurenta. (Produsul a doua polinoame p si q se calculeaza apeland
functia r=conv (p,q))
¢) Scrieti o functie Matlab, function z=GH (n, £) care calculeaza integrala, folosind o formula
Gauss-Hermite cu n termeni. Ponderile din formula se calculeaza cu relatia:

2°+*int o

H121+ 1 (x k )
Radacinile x ale polinomului p se calculeazd cu x=roots (p).

A, = k=1:n

20. Polinoamele Hermite se calculeaza cu relatia de recurenta:

H =2x-H _,-2-(n-1)-H__,, n>2 H =1, H = 2x

n

2]
a) Pentru integrala I = I e £(x) dx stabiliti formula de integrare Gauss-Hermite cu doi

— o0
termeni.
b) Scrieti o functie Matlab, function g=Hermite (n), care calculeaza coeficientii polinomului
Hermite, pe baza formulei de recurenta. (Produsul a doua polinoame p si g se calculeaza apeland
functia r=conv (p,q))
c) Scrieti o functie Matlab, function z=GH (n, £) care calculeazi integrala, folosind o formula
Gauss-Hermite cu n termeni. Ponderile din formula se calculeaza prin rezolvarea unui sistem de
ecuatii in care se impune un grad de valabilitate determinat. Integralele care apar ca termeni liberi

o0 [
k_ —x* < . < < —x?
de forma I x e ™ dx se calculeaza cu relatie de recurentd. Se cunoaste ca I e *dx = Vn
— 00 — a0

Radacinile x ale polinomului p se calculeazd cu x=roots (p).

21. Polinoamele Legendre se calculeaza cu relatia de recurenta:

10



a) Pentru integrala I = I £(x) dx stabiliti formula de integrare Gauss-Legendre cu trei termeni.
-1

b) Scrieti o functie Matlab, function g=Legendre (n), care calculeaza coeficientii polinomului

Legendre, pe baza formulei de recurentd. (Produsul a doua polinoame p si q se calculeaza apeland

functia r=conv (p,q))

¢) Scrieti o functie Matlab, function z=GL (n,a, b, £) care calculeaza integrala, folosind o
formuld Gauss-Legendre cu n termeni. Ponderile din formula se calculeaza prin rezolvarea unui
sistem de ecuatii in care se impune un grad de valabilitate determinat.

Indicatie: Se face in prealabil schimbarea de variabild pentru a trece din [a, b] 1n [-1, 1]
Se pot utiliza functiile din Matlab polyder (p) ,polyeval (p) ,feval (f) , roots(p)

22. Polinoamele Legendre se calculeaza cu relatia de recurenta:
2n — 1 L n-1

Ln = n-1

n n
5

a) Pentru integrala 1 = I T(x) dx stabiliti formula de integrare Gauss-Legendre cu trei termeni.
1

“L,,, n>22 L, =1 L, = x

b) Scrieti o functie Matlab, function g=Legendre (n), care calculeaza coeficientii polinomului
Legendre, pe baza formulei de recurenta. (Produsul a doud polinoame p si q se calculeaza apeland
functia r=conv (p,q))

¢) Scrieti o functie Matlab, function z=GL (n,a,b, £) care calculeaza integrala, folosind o
formuld Gauss-Legendre cu n termeni. Ponderile din formula se calculeaza cu relatia:

2 (1 - x})

) n2 ' L'n—l(xk),

Indicatie: Se face in prealabil schimbarea de variabila pentru a trece din [a, b] in [-1, 1]
Se pot utiliza functiile din Matlab polyder (p) ,polyeval (p) ,feval (f) , roots(p)

A, k=1:n

1 n
23. Se considera formula de integrare gaussiana I V1-x* - f(x)dx ~ Y A, - £(x,)in
-1 k=1
care X, k=1:n sunt radacinile polinomului ortogonal Cebasev de speta a doua U, (x) definit ca:
U, (x) =T’ p+1 (x) / (n+1), in care T, (x) este polinomul Cebasev de speta intaia.

a) Calculati x;, x,, %3, A;, A;siAjdinformula de integrare, in cazul particular n=3.

b) Scrieti o functie Matlab cu semnétura y=Ceb2 (n, ' £’), care calculeaza valoarea unei
integrale, cu formula de mai sus.

24. Se considera integrala: I = J' e'f(t) dt

—®

a) Stabiliti o formuld de integrare de tip gaussian cu doi termeni. Se vor determinad;, A, =X;s§i
Xo.

b) Scrieti o functie Matlab pentru calculul valorii integralei cu semnatura z=GLg (a,n,’' £’)
folosind o formula gaussiand cu n termeni.

Indicatie: Se face 1n prealabil o schimbare de variabila. Polinomul ortogonal Laguerre are formula
de recurenta:

(n+1) Ghy1 (X)=(2n+1-x) G, (%) -nG,_; (xX) , Gy (x)=1, G;(x)=1-x. 311-2CB
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f(x)
-

pentru polinoame de grad < 2N utilizeaza ca abscise x; zerourile polinomului Tyy; (%) - Ty (%)

25. Formula de integrare Gauss-Radau are forma: I dx =~ Z A, f( ) si este exacta

a) Dezvoltati o formula de integrare cu N=3

b) Scrieti o functie Matlab care implementeaza metoda de integrare pentru N oarecare.

f(x) = .
26. Formula de integrare Gauss-Lobatto are forma: I ~dx = z A, f( ) s1 este exacta
1/1 —

pentru polinoame de grad < 2N-1 Aceasta utilizeaza ca abs01se x; zerourile polinomului
(1-x%) Ty’ (x)
a) Dezvoltati o formula de integrare cu N=3
b) Scrieti o functie Matlab care implementeaza metoda de integrare pentru N oarecare.
Ecuatii diferentiale.
Metode Runge-Kutta
1. Rezolvarea problemei diferentiale y’ =£ (x,y) , y (%o) =y, printr-o metodd Runge-Kutta de

ordin 2 are forma:

K, + K . .
Yie1 = ¥; + % (metoda tangentei ameliorate)

K, = h- £(x,, y,)
K,

he(x o+ Dy )
. X. —, i —_—
i 2Y

K, >

Scrieti o functie Matlab pentru integrarea sistemului:
v, = £xy.,y.)  vi(x) = vio
Yo = fz(eruYz)r Yz(xo) = Y20
prin metoda tangentei ameliorate, dupa ce, in prealabil, ati rescris relatiile pentru sistem.

2. Pentru rezolvarea problemei Cauchy se foloseste mai intdi metoda Euler, iar solutiile furnizate
de aceasta servesc ca valori initiale pentru o metoda multipas explicita de ordin 2.

a) Scrieti relatiile folosite Tn ambele situatii

b) Scrieti functii Matlab care implementeaza aceste metode

3. Pentru rezolvarea problemei diferentiale y’ =£ (x,y) , y (%0) =y, se foloseste metoda Runge-
Kutta de ordin 4 si rang 4.

a) Scrieti relatiile corespunzatoare.

b) Scrieti relatiile pentru un sistem de doua ecuatii diferentiale.

c) scrieti o functie Matlab care integreaza sistemul de ecuatii diferentialeprin metoda Runge-Kutta,
avand semndtura:

function [yl,y2]=RK44(a,b,n,’fl’,’'£2’ ,y10,y20)

4. Pentru rezolvarea problemei Cauchy se foloseste mai intdi metoda Runge-Kutta de ordin 4, iar
solutiile furnizate servesc ca valori initiale pentru o metoda multipas explicita de ordin 2.

a) Scrieti relatiile folosite in ambele situatii

b) Scrieti functii Matlab care implementeaza aceste metode

Metode multipas.

1. Pentru problema diferentiala:
y' = £(y, t)
y(to) = ¥o
12



Se considera formula aproximativa de integrare:

Vier = ¥ + h(ouy wa + 0oy’ x) + B2 (Bry’ "1 + Boy’ &)

Determinati oo, o1, Po, Pi, astfel incat formula sa aibad gradul de valabilitate cel mai ridicat.
Care este expresia erorii intr-un pas.

2. Pentru rezolvarea problemei diferentiale Cauchy se utilizeazd o metoda predictor-corector,
pentru care se propun formulele de integrare:

2
Yii1 = Yr-z T hz Bs¥i—s

j=0

2
Yes1 = ¥Yio1 t hz XjY;c+1—j

3=0
a) Determinati coeficientii B si 5 astfel incat formulele sa aiba gradul de valabilitate maxim.

b) Precizati metoda predictor-corector folosita
c) Scrieti o functie Matlab care implementeazd metoda predictor-corector.

3. a) Calculati coeficientii formulelor explicite si implicite de tip Adams, de ordin 3:

2
Yie1 = Y t+ hz I3J'fk—:'l

j=0

2
Yis1 = Y T hz XJ'fk+1—:'l

3=0
b) Definiti cu cele doud formule o metoda predictor-corector.
¢) Scrieti o functie Matlab care implementeaza metoda predictor-corector.

4. Pentru rezolvarea problemei Cauchy se utilizeazd doua formule, una explicita, cealaltd implicita:

2
Y2 t+ hz pjfk—j

Y T
j=o0
2

Y = ¥Yx-2 t hz ﬁjfk+1—j'
j=o0

a) Determinati coeficientii 8 in cele doud formule astfel incat acestea s aiba valabilitate maxima.
b) Definiti cu cele doud formule o metoda predictor-corector.
¢) Scrieti o functie Matlab care implementeaza metoda predictor-corector.

5. Calculati coeficientii metodelor explicite si implicite Adams-Bashforth de ordin 3. Stabiliti
gradul de valabilitate al fiecareia.

2

6. Pentru rezolvarea problemei Cauchy se foloseste relatia: y, ,; = yy_, + hz Bifi_; -
j=0

Determinati B3, 3j=0:2 astfel incat formula sd aiba gradul de valabilitate cat mai ridicat posibil.
Care este acesta? Este formula puternic sau slab convergenta.

7. Pentru integrarea problemei diferentiale Cauchy se foloseste mai intdi o metoda cu pasi separati
de ordinul 2, a carei solutii reprezintd aproximatii initiale pentru o metodd multipas explicitd
Adams-Bashforth de ordin 3.

a) Stabiliti formulele care definesc metoda tangentei ameliorate:

K, + K,

Yis1 = ¥ + T

13



K, = h- f(xi' Yi)
K h f( + B + Kl)
= . X. — i —_—
2 i 2 y 2

b) Stabiliti coeficientii metodei Adams-Bashforth de ordin 3
¢) Scrieti doud functii Matlab pentru implementarea celor doud formule. Se dau: x0,y0,a, n, £.

8.a) Calculati coeficientii formulelor explicite si implicite de tip Adams-Bashforth, de ordin 2
b) Definiti cu cele doud formule o metoda predictor-corector.
c) Scrieti o functie Matlab care implementeaza metoda predictor-corector

Valori proprii, vectori proprii.

1.Calculati valorile proprii si vectorii proprii ai unei matrice elementare de rotatie Givens.

2.Fie matricea:

a ¢ 2x2 nxn
A=cbeR,B= o € R

c b

Calculati valorile proprii si vectorii proprii ai matricelor A si B.

3. a) Fie xeR®, x#0. Determinati yeC®, astfel incat y*x=1.

b) Fie AeR™™, cu A (A)={A;, Az, ..., Ay} sivectorii proprii x;, i=1:n.Se formeaza

matricea B=A (I,-x,y") cu y'x;=1. Si se arate ¢ matricea B are spectrul A (B)={0,Az, ...,
. .. .. . A
An} sivectorii proprii z,, k=1:n,cu z;=x; §i zZ, = X, - h_l (yTxk 1, k=2:n.
k

¢) Scrieti o functie Matlab care calculeaza valorile proprii si vectorii proprii prin metoda directa a
puterii, presupunand ca valorile proprii sunt reale si distincte.
Indicatie: Se alege y coliniar cu x. Se formeaza apoi Bx;, Bxy §i Bzy.

-2 1 0 K 0
: . g . 1 -2 1K 0
4. a) Aratati ca valorile proprii ale matricei A = K K K K K sunt de forma:
0 0 K 1 -2
X; = |:sin mk sin 2mk A sin nnk ]Calculagi si valorile proprii.
n+1 n+1 n+1

b) Folosind rezultatele precedente calculati valorile proprii si vectorii proprii ai matricei:

«a p O K O
B a p K 0
A=k Kk kK K K
0 0 K B «

14



5. Sa se calculeze valorile proprii si vectorii proprii ai matricei

1 2 3 K n
n 1 2 K n-1
n+j-i+1 j<i
A=|n-1 n 1 K n-2|, a,. =
3 j-—i+1,  §2i
K K K K K
2 3 4K 1 |
2nk

Indicatie: Se cautd vectorii proprii de forma x;"=[1 q* .. g1l cug, = e® ,k=0:n-1

Valoarea proprie Ay se obtine din A . x,=A,x;

0

n-1

— a — a K —a B _a
6. Fie matricea: A = |: 1 2 L n-1 n:|

a) Calculati polinomul caracteristic.
b) Presupunand radacinile polinomului caracteristic cunoscute, sa se calculeze vectorii proprii ai

matricelor Asi AT.

7. Sa se calculeze valorile proprii si vectorii proprii ai matricei:

n n 0 K 0]

0 n—-1 n K O

A =|K K O K K
0 0 0 2 n
| 0 0 0 K 1]

8. Fie matricea tridiagonala:

a;; a, 0 K 0
a 3ap as; K 0
A=K K K O K |. Se construieste sirul de polinoame:
0 0 an—l,n—2 an—l,n—l an—l,n
K an,n—l ann
Po(}‘) =1
Pl(}‘) = A -ay
K

pn(}‘) = (}x - ann) : pn—l(}‘) - a'n,n—l : an—l,n ' pn—Z(}‘)
a) Si se arate ca p_(A) este polinomul caracteristic al matricei A.

b) Sa se calculeze vectorii proprii ai matricei A.

c) Scrieti o functie Matlab care calculeazd polinomul caracteristic si valorile proprii ale matricei.
Indicatie: Inmultirea a doud polinoame se face cu functia p=conv (pl, p2), iar radacinile x ale
polinomului p se calculeazi cu x=roots (p)

. 1 -2 1 1
9. Calculati forma Schur reald pentru matricele: A = {2 3} , B= { } .

15



10. Discutati in raport cu parametrii reali o si B rezultatul aplicarii metodei puterii matricei
a 1 1

A= Bl.
1

01
01
11. Scrieti o functie Matlab care calculeaza forma Schur reald a unei matrice A. Presupunem
cunoscutd o functie care calculeaza un vector propriu al matricei A, avand semnatura: function

x=vp (A).

AB O
12. Se considerda matricele AeC™" gsi BeC™" si matricele patrate C = [B 0} si

0
D = [B BA} . Aratati ca cele doud matrice sunt asemenea.

I, A
Indicatie: Matricea de transformare este: T = [ 0 I ]
n

nxk

13. Se considerd date o matrice oarecare A € R™" si o matrice U € R cu coloanele

ortogonale. Aritati ca functia £ : R*** — R, definiti de £(X) = || AU - UX|

o admite un

minim care se atinge pentru X = U'AU.

14. Stabiliti relatiile dintre valorile proprii §i vectorii proprii ai unei matrice complexe
C=A+iB € C"™", A,B € R™" i valorile si vectorii proprii ai matricei reale

A -B c R2nx2n
B A

nxn

F

15. Fie matricea A € C cu valorile proprii distincte si 0 matrice B € C™*" care comuta
cu A,ie. AB = BA. Aritati ci daci S = Q"AQ este descompunerea Schur a lui A, atunci

T = Q"BQ este descompunerea Schur a lui B.

16. Fie o matrice A € R™" factorizabild LU. Considerdm, de exemplu, factorizarea Crout A=LU
a lui A si formdm matricea B=UL. Sa se arate cd matricele A si B au aceleasi valori proprii. Ce
relatie exista Intre valorile proprii ale matricei A si cele ale matricei C=UAL ?

17. Elaborati un algoritm pentru calculul valorilor si vectorilor proprii ai matricei
A=1I + uv’,unde u,v e R" sunt vectori nenuli dati.
Indicatie. Folosind ca matrice de transformare reflectorul U, care anuleazd componentele 2:n ale

vectorului u, se araticd A, = 1 + v'u, celelalte n-1 valori proprii fiind egale cu 1.

18. Calculati valorile proprii si vectorii proprii ale unui reflector Householder.

a; <

b, a, ¢,

19.Fie matricea 3-diagonald: A = O O 0
bn -1 an -1 cn -1
bn an

Se construieste sirul de polinoame:
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Po(}‘) =1

p.(2) A - a

P.(d) = (A - a,)p.1(d) — bye, 1. ,(3).

a) Aratati cd p, (A) este polinomul caracteristic al matricei A.

b) Calculati vectorii proprii ai matricei A.

c) Scrieti o functie Matlab care calculeaza valorile proprii si vectorii proprii ai matricei A

20. Fie AeC™" o matrice simpld (avidnd un set de n vectori proprii liniar independenti x;,

n
i=1:n). Dacd y; sunt vectorii proprii ai matricei A" atunci A = Z A x,yh.
il

21. FieAeR™ cuA(A)={ A1, A2, ..., Ay} sivectoriipropriix;, i=1 : n.Se
1
formeaza vectorul: y* = [a,, a, K a,]
Axg;

Ardtati ¢ matricea B=A-A;x;y" are spectrul A(B)={0, A,,..., A,} sivectorii proprii

X..
zi=xi—xli, i=2:n, z, = X,

X1i

Indicatie: Se formeaza produsele scalare y1Tx;, y:iTx; siy;Tx, sise calculeaza apoi Bix;,
Bix;, BiXyx, Bi1z;§iBiz

22. Fie matricea

c —s
A=[ }GRZXZ,B= o) € R, c? +s% = 1.
s

S Cc

Calculati valorile proprii si vectorii proprii ai matricelor A si B.

23.Seconsideri A € R°*® B=T'A*>T, T € R®"*"
Sa se exprime valorile proprii ale matricei B in functie de cele ale matricei A.

24. Calculati valorile proprii i vectorii proprii ai matricei:

a, a, A A a,
1 0 A 0 O
A=|0 1 A 0 O
A A A A A
|0 0 A 1 0|
7 3
25.FieA=|: :|
5 5

a) Calculati valorile proprii si vectorii proprii normati in norma 2.

b) Calculati aproximatia vectorului propriu corespunzator valorii proprii dominante, efectudnd
doud iteratii in metoda directd a puterii, pornind cu y‘“=[1 1]7 si comparati cu valoarea exacti
calculata la pctul a).
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26. Fie AeR™, cuA (A)={ A1, Az,..., An} sivectoriiproprii x;, i=1:n. Se formeaza

T
X,Y:
T
YiX,;
corespunzatori aceleasi valori proprii dominante A;.

a) Sa se arate ca matricea B are acelasi spectru ca si A, exceptand valoarea proprie A;, care se

matricea B = A — A; , In care x; si y; reprezintd vectorii proprii ai matricelor A si AT,

anuleaza, adicd A (B)={0,A2,...,A,} iar vectorii proprii ai matricei B sunt z,, k=1:n,
A )
unde z, = x, - };—1 . (yTxk) - x,, k # i, 5lz;=x;.
k

b) Scrieti o functie Matlab care calculeaza valorile proprii si vectorii proprii prin metoda directa a
puterii, presupunand ca valorile proprii sunt reale si distincte.
Indicatie: Se formeaza Bx;, Bxy, Bz; §i Bzj.

27. Pentru matricea AeR™®, cu A (A)={A1, Az, ..., A} sivectorii proprii x;,i=1:n

a) Si se arate cd A si AT au aceleasi valori proprii

b) Aratati ca vectorii proprii x; si y; corespunztori la doua valori proprii distincte ale lui A gi AT
sunt ortogonali, adicd x;"y;=0.

T
c)FieB = A — A; xiT—Yi.Calcula‘gik(B) si x; (B)
Y: - X;

28. Se considera o matrice AeR™" .

a) Dezvoltati relatiile necesare aducerii la forma superior Hessenberg, prin asemanare ortogonala,
utilizand reflectori Householder.

b) Scrieti o functie Matlab care implementeaza aceste relatii.

29. Se considerad o matrice AeR™" .

a) Dezvoltati relatiile necesare aducerii la forma superior Hessenberg, prin asemanare ortogonala,
utilizand rotatori Givens.

b) Scrieti o functie Matlab care aduce implementeaza aceste relatii.

30. Se considera o matrice AeR™" superior Hessenberg, avand valori proprii reale.

a) Dezvoltati procedeul iterativ de aducere a a matricei la forma canonica Schur reala, folosind
algoritmul QR cu pas simplu.

b) Scrieti o functie Matlab care aduce implementeaza aceste relatii.

31. Se considera o matrice Ae R™" superior Hessenberg.

a) Dezvoltati procedeul iterativ de aducere a a matricei la forma canonica Schur reala, folosind
algoritmul QR cu pas dublu.

b) Scrieti o functie Matlab care aduce implementeaza aceste relatii.

Descompunerea valorilor singulare.

1. Fie matricea A=u.v’ cuueR", wveR" Dati descompunerea valorilor singulare ale matricei A.
Determinati rangul matricei A.

2. Calculati valorile singulare si vectorii singulari ai unei matrice AeR?*?,

3. Determinati valorile singulare si vectorii singulari ai unei matrice ortogonale QeR™".
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4. Se considera date matricele reale A,B e R"". Fie matricea complexa
A B

C = A+ iB € C™" si matricea reala D = |: B a

:| € R *" Stabiliti relatiile de

legatura dintre descompunerile valorilor singulare ale matricelor C si D.

5.Fie A € R™" o matrice normalj, i.e. care satisface conditia A"A = AA", (in particular
simetricd) si A(A) = {};1 FA, A, }xn}, cu |k1| > |X2| > A 2 |kn|. Aratati ca valorile

singulare ale matricei A sunt o; = |}xi| , i =1:n

6. Calculati manual descompunerile valorilor singulare pentru matricele reale

11 2 1 20 . )
A = P B = , precum si pentru matricea complexa C = A + iB.
1 01 311

7. Calculati valorile singulare si vectorii singulari la dreapta si la stdnga ai unei matrice elementare
de rotatie Givens.

8. Fie matricea:

a ¢ 2x2 nxn
A = beR,B: 0] € R
Cc

c b

Calculati valorile singulare si vectorii singulari ai matricelor A si B.

9. Fie matricea

S Cc

Calculati valorile singulare si vectorii singulari ai matricelor A si B.

10. Calculati valorile singulare §i vectorii singulari la dreapta si la stinga pentru matricea:

40 9 12
A =
- 30 12 16

11. Calculati valorile singulare si vectorii singulari la dreapta si la stinga ai unei matrice reflector
Householder

3 -2
12. Calculati descompunerea valorilor singulare (matricele U, Vi Z) pentru A = [1 4 }

19



