INTEGRARE SI DERIVARE NUMERICA

Ne propunem in acest capitol sa calculam in mod aproximativ valorile
1] = [T£(x)ax,
p[£] = £®)(x,) .
in conditiile 1n care
e functia £ este continud pe |a, b| : £ e C(la, b)) si derivabild in x,

e primitiva F nu este cunoscuta

e functia £ este cunoscutd numai prin valorile £ (x;) pe care le ia intr-un numar restrins de
punctex;, i=0 : N
Definim o metoda aproximativa de integrare ca

IN[f] = i AiNf(xiN)’

Metoda aproximativa de integrare este slab convergentd daca

lim | I[£] - I,[£]| = 0.
N>

In mod similar se defineste o metoda aproximativa de derivare.

Teorema 7.1. Conditia necesara si suficienti ca metoda de integrare Ix[£] sd convearga slab cdtre
I[£] se exprima prin relatiile

N
a) existia M>0 astfel incit Z |aiN| < M, pentrutotiN=1,2, ...

i=1

b
b) 1im IN(xk) = I x* dx, pentrutotik=0,1, ...
a

n— o

1. Metode de tip Newton-Cotes

In general, pentru o formula de integrare aproximativa putem scrie

b N
Lf(x) . w(x) dx = z AiNf(xiN) + Ry .
i=1
functia pondere w: [a,b]—R", nu modifica problema (1), intrucat putem lua g (x)=£ (x) .w(x), iar
R, este eroarea (sau restul) formulei aproximative de integrare.

Metodele de tip Newton-Cotes se bazeaza pe integrarea polinomului de interpolare, utilizand ca suport al
interpoldrii nodurile x;y echidistante 1n intervalul [a,b], adica
—a+i-2-2% i_o0:nN
Xin a+i N i : N.

Metodele de integrare de tip Fejer integreaza polinomul de interpolare folosind ca noduri x;y - radacinile
polinomului ortogonal P, (%), definit relativ la ponderea w (x) .

Coeficientii a;y se determinad impunand ca formula aproximativa si fie exactd (R=0), daca £ apartine
unei anumite clase de functii (de exemplu polinoame de grad SN, £ e TIly,).

Cum functia este cunoscutd numai in nodurile x;, i=1:N, o vom aproxima prin polinomul ei de
interpolare Lagrange

£(x) = By, (x) = ili(:o - £(xan).

cu care putem scrie




[Bus(x) - w(x) ax 2 a

o) - o) o = [ 3 Lo oo ) ax -
if("m) L) - wlx) ax = iAiNf(xm),
de unde

Bu = [1a(x) - wx) ax.

Printr-o schimbare liniard de variabild, coeficientii a;y pot fi facuti independenti de intervalul de
integrare; ei sunt totusi inutilizabili, fiind de valori mari §i de semne contrarii, ceea ce conduce la
instabilitate numerica.

Expresia erorii in metodele de tip Newton-Cotes se deduce integrand expresia erorii din polinomul de
interpolare.

f(x) = PN—l(x) + EN—1(X)’

obtinandu-se

[ £(x) - w(x) dx = ["gp () wx) dx + f’EN_lygw(x) dx.

24 442 4 43 244 442 444 244 4443
1[£] 1,[£] Ry
deci
f(N)
Rus = S0 Pl K (%) ) ax 6 < la )

Cu majorarea

. £90)

RN—l = (N)' 'L X - %

K (x - xNx - w(x) dx.

Astfel pentru N—l se obtine formula trapezelor
[etax = 2 fe(a) + o) - P2

b —
incare h = a=b—a§i§ela,bj
N

Pentru N=2 se obtine formula lui Simpson

Jiet) ax = 3 {f(a) + 4f(a ; bj " f(b):| _REE)

90

Aceste formule folosesc putine puncte ceeace ne determina sa aproximam functia £, local, pe intervale
[7E(x)ax = [ £(x)ax + K + [ £(x)ax,

Se obtin 1n acest fel
o formula compusa a trapezelor



T = % - £(a) + £(b) + 2Nf f(a + ih)]

i=1
b-a
N

cuh =

function I = Trapez(a, b, n, f)

Intrari:

a, b = capetele intervalului de integrare
ordinul metodei
= functia de integrat
esiri:valoare integrala definita
= (b-a) / n;
= 0;
for i =1 : n-1

s = s + f(a+i*h);

end
I = h*(f(a) + £(b) + 2*s) / 2;

d° d° de de d°
=}
Il

o formula compusd Simpson

S = 1;|:f(a) + £(b) + 4; f(x2i—1) + 21:2 f(xzi)i|'

b-a
cu h = , X. =a+i-h 1i=0:2N
2N

function I= Simpson(n, a, b, f)

/* Intrdri:

/* a,b = capete interval de integrare

/* n = ordinul metodei

/* £ = functia de integrat

/* Iesiri: valoarea integralei definite
h =(b-a) / (2*n);

sl = 0;
s2 = 0;
for i =1 :n
sl = sl1 + f£(a+(2*i-1)*h);
end

for i =1 : n-1
s2 = s2 + f(a+2*i*h);
end
I = h*(f(a) + £(b) + 4*sl + 2*s2)/3;

7.2. Formule de integrare bazate pe integrarea prin parti
Metoda lui Euler

Metodele din aceastd categorie sunt aplicabile, daca se cunosc informatii privind derivatele functiei de

integrat £ (x) la capetele intervalului de integrare.
Consideram functia £ (x) continud, impreund cu derivatele pand la ordinul r

(f : (a, b) — R, f e Cr( [a, b] )) si polinomul monic de grad <r, P_(x) e II_.

Intrucat P, (x) este monic, avem evidentPﬁr)(x) = r ! siputem scrie
b b
1) = [£(x) ax = - [ B(x) - £(x) dx

!
a a

Integram prin parti de r ori

inclusiv



r

I(£) = % > (- DRI () (x)

=1

r!

T C T 06 ax

a

Consideram dezvoltarea in serie

SRS RGN

et -1 £ n!

relatie scrisd si sub forma

(et - 1) . Z |:B“—(x) . t"} = t - e™, in care exponentialele se dezvoltid de asemenea in
serie Taylor
) xntn+1 ) tn ® B (X)

Identificand termenii din cei doi membri obtinem

SOT | OREI,

k=1

relatie care ne aratd ca B, (x) este un polinom de grad n numit polinomul lui Bernoulli.
Folosind relatia cun=1,2, ... obtinem

Bl(x) = x—%, Bz(x) = x? - x+%, B3(x) = x° —%xz +§,...

Se obtin relativ usor relatiile

B (x+1)-B,(x) =n-x""
B'(x) = n-B_,(x), n=1,2,..
B,(1 - x) = (- 1)"B,(x)
[Ba(x) ax = 0

0

Numerele lui Bernoulli se definesc ca

B, = B,(0)
Daca se noteaza
B
c, = —*
n ]

particularizdm relatia de recurentd pentru x=0

n+1 n+1 n+1
-C, + -C,.; +K + -C;, +1 =0,
1 2 n

din care se determina, luand pe rand n=1,2,... valorile

1 1 .
C = - —, C = — K 1
1 2 2 6’ §
Boayr = 0
N : By (x) . : o
Particularizadm relatia pentru r = 2n, P.(x) = W si facem schimbarea de variabila
n)!

x=a+t.h cuh=b-a
obtinem



I (£) = h[£(a) + £(b)] _ nz_:l h2kB2k[f(2k—1)(b) _ f(2k—1)(a)]

2
R(£) = —h®*'B, £@(5), £ e [a, D]
Pentru obtinerea unei formule compuse, impértim intervalul (a,b) cu N-1 puncte echidistante

b-a

X, = a+1i-

1

si aplicam formula de mai sus in fiecare subinterval. Obtinem in final
o relatie cunoscutd sub numele de formula lui Euler

In(f) = w z f(a + lh)j| Z h? sz [f(2k—1)(b) _ f(2k—1)(a)]

(2x) !
3. Integrare gaussiana

Vom indexa nodurile de la 1, x;,, i=1:n este justificatd, deoarece prezenta a n noduri impune un grad
al polinomului de interpolare egal cu n-1. In cazul integrarii gaussiene, acelasi suport reprezintd cele n

radacini ale unui polinom ortogonal de grad n. Asadar, pentru calculul unei integrale de forma
b

I[f] = J.f(x) - w(x) dx

cCuw : (a, b) — R™, o functie continud pe intervalul finit sau infinit (a,b), vom folosi 0 metoda de

integrare numerica de forma
N
IN—l[f] = z aiNf(xiN)
i=1
In plus se impun conditiile

b
kaw(x) dx, k = 0, 1, K sa fie absolut convergente

'}f| £(x) |2w(x) dx < o

Metodele de tip Newton-Cotes (pentru suportul x,,, K , x4 ) au gradul de valabilitate N-1 (sunt

exacte pentru polinoame pana la gradul N-1 inclusiv).

Ne punem problema determinarii unor metode aproximative de integrare cu grad de valabilitate mai
ridicat, pe seama alegerii corespunzatoare a nodurilor x;y.

Determinarea celor 2N necunoscute a;y §i X;y cu i=1:N, necesitd 2N ecuatii. Formula este, prin urmare
exactd pentru polinoame de la grad 0 panala 2N — 1.

I[P] = IN[P] ’ P e HZN—I

Sistemul format, considerand polinoamele P = 1, %, K , x 21 este

i=1
N b
Z:AmxlN = Lx w(x)dx,
i=1
N
2N-1 2N-1
Z A Xy = X w(x)dx
i=1

fiind neliniar 1n raport cu x;y, $i nu poate fi rezolvat usor in mod direct.
Pentru obtinerea nodurilor x;y, i=1:N, Gauss a folosit metoda prezentatd in cele ce urmeaza.
Seconsidera polinomul



nN(x) = (x - xm)K (x - xNN)’

Orice polinom Py, q_1(x) degrad N + g — 1 < 2N se poate exprima sub forma

Puiq-1(%) = my(x) - Qg (%) + Ry 1 (%),

pe baza teoremei Tmpartirii cu rest.
Dorim ca formula aproximativa de integrare sa aiba grad de valabilitate > N-1, adicd sa fie exacta
pentru polinoamele P, q_l(x) , ceeace implica

N
prmq—l(x)w(x)dx = z AiNPN+q—1(xiN)’

i=1

dar:
Pyiq-1 (xiN) = Ry, (xiN) )
sau

LbPN+q—1(x) : W(x)dx = i AiNRN_l(xiN),

i=1

Pe de alta parte
b b b
[ Burga() - ) dx = [y Qg y(x) - w(x) dx + [Ryy (xho(x) ax,
dar formula are cel putin gradul de valabilitate N-1, adica

.LbRN_l(x) - w(x) dx = i AiNRN—l(xiN)’

i=1

de unde

[(a(x) - @, (x)u(x) dx = 0.

Relatia arati ci m(x) este ortogonal cu orice polinom de grad < N. Se stie ci, in raport cu o functie
pondere w(x) definitd pe un interval (a,b), existd un polinom ortogonal unic; asadar nN(x) este

acest polinom ortogonal.

In concluzie, nodurile x;y (abscisele Gauss) sunt radacinile polinomului ortogonal, definit in mod unic in
raport cu functia pondere w (x) -

Coeficientii A;y se vor determina apoi, rezolvand N ecuatii, din cele 2N ale sistemului liniar.

Coeficientii A;y se pot exprima si prin intermediul polinomului de interpolare Lagrange. Formula
gaussiand, avand gradul de valabilitate 2N-1, este exactd si pentru functia

£(x) = 15 n(x),

pentru care

N

I: li,n(x) : w(x) dx = z Ay li,N(xiN) = Ay - llzc,N(ka) = Ay,
i=1

deci

Ag = [ 12,4(x) w(x) ax.

Eroarea integrarii in metoda gaussiana este

£96) = .
RN = W . J; HN(X)W(X) dx.
Particularizam relatia pentru polinoamele ortogonale uzuale, obtinand formule de integrare utile

o -Cebdsev ordin 1



j_ll C ) g s %ZN: f(cos (i - 1o Unj.

1- x° i=1 2N

O functie MATLAB care calculeazi o integrala, folosind relatia precedenta este:

function y=GCeb (f,n)
%$integrare Gauss-Cebasev
k=1:n;

x=cos (2*k-1) *pi/ (2*n) ;
y=pi/n*sum(feval (f,x)) ;

In scriptul de test, functia integrand £ se defineste cu inline. De exemplu:

F=inline (x*sqrt(x))
Z=Gceb (F,5)

o -Cebdsev ordin 2

1 N .

If(x) 1- x> dx = = Z:s:l.n2 T2 f(cos l),

Mt N+17D N+1 N+1

o -Legendre

1 N

.[—1 f(x) dx = z AiNf(xiN)’
i=1

cu
A - 2-(-x3)
= N* . LzN—l(xiN) '

Functia MATLAB care calculeaza o integrala definitd Gauss-Legendre este

function y=GLeg(f,a,b,n)

%integrare Gauss-Legendre

z =Leg(n+1) ; $coeficienti Ln (x)
x=roots (z) ; $radacini Ln (x)

xx= (b+a) /2+ (b-a) /2*x;

yy=feval (f,xx) ;

zl=Leg(n-1) ;

A=2%* (1-x.72)/n*2;

A=A. /polyval(zl,x)."2;

y=(b-a) /2*A' *yy;

Daca limitele de integrare sunt altele decat -1 si 1, se face o schimbare de variabila:
b 1
b-a
I-= J. f(x) dx = > I

+ -
f(b a,b-a tj dt
) U2 2

b-a b+ a b-a
Iw D A f + t,
2 = 2 2

e -Laguerre

[T e £(x) ax = ZN:AiNf(xiN),

i=1

cu

Xin

TN+ 1762, (k)

AiN




o _Hermite

f;e_xz £(x) dx

IR

N
z AiNf(xiN)’
i=1
cu
2N+1N!\/E
o Hfq+1(xin) ‘

Nodurile x;y reprezinta radacinile polinomului ortogonal corespunzator, iar coeficientii A;y se obtin fie
prin rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare deduse, impunand ca formula de integrare si fie exacta

pentru polinoame pana la gradul N, fie direct cu formulele de mai sus.
Metodele gaussiene au o precizie mai mare decat metodele de tip Newton-Cotes (avand gradul de

valabilitate mai ridicat) si pot fi utilizate si pentru calculul unor integrale improprii de tipul de mai sus.

4. Integrare Romberg

Fie Iy si Ey valoarea aproximativa a integralei si estimarea erorii in metoda compusa a trapezelor.
Valoarea exacta a integralei este

I=1I,+E,,

E, = —Nl—f £(), &€ [a b)

Pentru doua valori diferite ale lui N avem

I=1I, +E, =1I, +E,

de unde
Ey, =By, Iy~ Iy o, — Iy
= :>EN] = —
Ey, Ey, 1— Ey,
ENl
3
Nzhg f( ) N2(b - a)
Ey, _ 12 2 N, _N
Ey, N;h £(c,) N,(b - a)’ Ny
12 ! N}
(daca se aproximeaza f({l) = f(gz)). Prin urmare
I. —-1I I. —-1I
R Sk NG S Sl
1 Nl 1 Nl
T N
2 2
Daca se alege N;=2N; atunci
I - I 41 - I
I = IN + 2N N — IN + ( 2N N)’
1 3
1 —_
4
de unde, in final
4T, — I,

I =
3

Daca 1n aceastd formuld inlocuim pe Iy si Iy cu estimdrile lor din formula compusa a trapezelor, atunci

se obtine pentru I estimarea din formula compusa a lui Simpson.
Estimand acum integrala cu formula compusa a lui Simpson, in care eroarea are expresia

Nh® .
flV
%0 (®).

E, = —



se obtine

I, - I
I=1I, + ",

: N

- N

N2

Daca se urmeaza tactica dublarii numarului de puncte, atunci

+ 42(IZN B IN) — 4212N B IN — 1612N - IN.
42 -1 42 -1 15

Notdm cu I,,, I,;, K, I, estimdrile integralelor calculate cu formula compusd a trapezelor
considerand 2°, 2', K , 2"intervale.

Se demonstreaza usor cd Iy, poate fi obtinut prin recurentd din Iy_, ; cu formula

1 b-a & b-a,
IN,l = E IN—1,1 +F Z a + 2N 1|].

i=1,Ai=2

Integralele Simpson pentru 2°, 2%, K , 2"intervale se obtin cu formulele

_ 4Ik+1,1 B Ik,l
Tz = 4-1
Analog

2
I _ 4 I1<+1,2 - Ik,2 Si
k,3 = 2 H

! 4° -1

j—1
I _ 4’ Ik+1,j—1 - Ik,j—l
k3 = 437 _ 1 :

Se formeaza matricea inferior triunghiulara

I,
I Iy
I I3 Igg
K
INl IN2 IN'N

Fiecare coloana converge catre I, cu atat mai rapid cu cat este situatd mai la dreapta.
Pentru o coloana j, calculul iterativ este oprit in momentul in care

s — Ik—l,j‘ <& ‘Ik,j‘

unde € este toleranta impusa. Calculul integralei pe aceastd baza face obiectul algoritmului 7.4.

function R = Romberg(a, b, n, f)
% Intrari:

%a, b = intervalul de integrare
% f = functia de integrat

% 20 = numdrul intervalelor de diviziune
% Iesiri:

% R = matricea cu valorile integralelor
h = b-a;
R(1,1) = h(f(a)+£(b)) / 2;
1 =1

for i =2 : n




s =s + h.f(a+(k-0.5)h);

end

R(i,1) =s / 2;

1= 2*1;

p=1;

for =2 : i
p = 4*p;
R(i,j)=(p*R(i,j-1)-R(i-1,3-1))/(p-1);

end

h=h/ 2;

end

Metoda Romberg converge pentru orice functie integrabild in sens Riemann.

5. Metoda seriei generatoare

Se utilizeaza cea de-a treia formula de interpolare Newton-Gregory, considerand punctele echidistante
X, X_, K, x_,.

f(x) = f(x0 + uh) = pk(u) + E(u),

u u+k-1)
p.(u) = £ + L VE + K+ X V*E,,

cu eroarea interpolarii
k+1

unde

E(u) = ' u(u + 1)K (u + k)E*I(F).

h
(x + 1)
Prin integrarea formulei se obtine

x_, 1 u X u+k-1
[ #(x)ax = n- | g [ qu+ V| LK +V £ . ju[+R,

0

in care expresia restului este

R P e A i e +k
R = k**%f (g)jo(k L 4 jqu

Daca se introduce notatia

_ g(u + 1)K (u + m — 1)
c, = Io o du

B

formula de integrare devine
_[:“f(x)dx = h (g + c;VE + K + ¢, V*E) + ¢, h* 266 D().
Pentru calculul integralei folosim seria
c(t) = i c, t",
m=0

care este absolut convergenta pentru| t | <1 ,intrucﬁt| c, | < 1l.avem

c(t) = i tmjolu(u + 1)Km('u + m - l)du _

o0

Il[z u(u + 1)K (u +m- 1) t‘“]du = .[01(1 — t)_udU,

0 !
m=0 m:

10




t
(1-t) - 1n1-t)’

c(t) = -

care se rescrie

b

?-m(l—t): —

Dezvoltam 1n serie
t t?
[1+5+?+KJ'(CO+C11=+K)=1+t+t2+K,

si identificam coeficientii, rezultand relatia de recurenta

Cp c
cm+“‘Tl+K+ °1=1.
m +

5 3 251 95

I A S S etc.
12 8 720 188

Valorile coeficientilor astfel calculati suntl, % ,

Metoda este utilizata si pentru integrarea ecuatiilor diferentiale prin metode multipas.
6. Derivare numerica

Pentru o functie £eC([a,b]) cunoscutd numai prin valorile f(xo),f(xl),K , f(xn) se cere

aproximarea derivatei £ (o) intr-un punct a € [a, b].

Aproximarea derivatei se exprima printr-o functionala liniara discreta
n
f(p)(“) = Z A (a) - f(xi) + R(a).
i=0

Coeficientii A;(at) se determini impunand ca formula si fie exacti (R(a) = 0) pentru o anumita clasi
de functii.
De exemplu pentru baza u,(x), u,(x), K , u_(x) se obtine

WP = 38,0 - ux,).

sistem de ecuatii care ne permite si determinim necunoscutele A, (o) -

Utilizarea bazei polinomiale 1, x, x°, K , x" conduce la sistemul liniar

ZAi(a)xli‘=0, k=1:p-1,

i=0
> A, (a)xf = k(k - 1)K (k — p + 1) a*P, k=p:n
i=0

Functia £ poate fi Inlocuita cu polinomul de interpolare Lagrange, derivata functiei fiind estimata prin
derivata polinomului de interpolare.

n

£D(0) = 3 £(x,) - 10(a) + EP(a),

i=0

de unde prin identificare se obtine
A, (a) = 19(a), i=0:n.

Eroarea formulei de derivare este

11



R(O() = E(p)(q) = [ (x - xo)K (x - ’%) Fn+2[xr xO’K xn] ] (p)’

(n+p-k+1)
R(a) = €o-x)

Formulele de aproximare obtinute pentru prima derivata, considerand punctele x; echidistante sunt de

1

forma
e formule in 3 puncte
_ _ 2
£l,) = 3f(x_,) + ::(xo) £(x,) N h? £0p).
£lx,) - ) fbo) B og
£l = S Z 0ol £ 38) 2 o
#lx,) = 25f(x ,) + 48£(x ) —f;f(:;o) +16£(x,) — 3£(x,) .\ %4 £ 00,

e formule in 5 puncte

flx) = 25f(x_,) + 48f(x_,) — 368{x,) + 168(x,) - 3f(x,) LB £99
~ 12h 5 :
f'(x ) _~ 3f(x_2) - 10f(x_1) + 18f(x0) - 6f(x1) + f(xz) N h_4 f("’)(g)

N 1% 20

f'(xo) _ f(x—z) - 8f("‘—11)2"1:1 8f(x1) - f(xz) " :_:) f(s)(g),

£o,) = £(x_,) + 6£(x_,) - 1lsixo) + 10£(x,) + 3£(x,) 121_‘; £9(9).
3 £(x,)-16 £(x,) + 36 Hx,) — 48 £(x) + 25 £(x,) K
£(x,) = TRe =2 =+ 2.

Eroarea este minima daca derivata este calculatd intr-un punct central.

12
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