APROXIMARE iN SENSUL CELOR MAI MICI PATRATE
Cea mai buni aproximare intr-un spatiu prehilbertian. Definire si caracterizare

Un spatiu prehilbertian este un dublet (F,u) in care F este un spatiu vectorial cu scalari in
corpul R (sau C), iar u un produs scalar, adica o aplicatie: u:F x F — R (£.,£2) >
<f,,£f,> cuf;, £, € F,avand proprietatile:

linearitate <f1+f2 ’ f3>=<f1 P f3> + <f2 ’ f3>,
<c. f]_ ’ f2>=C .<f1 ’ f2>,

comutativitate <f,, £> = <£,, £>
definire pozitiva <f, £ >0
nesingularitate <f, £> = 0£f =0
Exemple:

3
F=R’ <x,y>= z X:V;

i=1

b

F=C([a,b]) <€, g>=[ £(x) - glx) - w(x) dx

(£, 9) = lzm:ﬂ f(xi) ' g(xi) : W(xi)

Fie F un spatiu prehilbertian si G < F un subspatiu al sdu de dimensiune finita, adica avand un
numdr finit de elemente liniar independente.

Definim norma unui element £ € F prin ” f” = <f, f>
Cel mai bun aproximant 1n sensul celor mai mici patrate a unui element £€ F 1n subspatiul G
este un element g cu proprietatea H £f-g H = min| £ - g"

geG
Teorema 1 Conditia necesara si suficientd ca g* € G < F sd fie cel mai bun aproximant a lui

f € F esteca <f-g*, g>=0, VgeG.
Conditia este necesard; fie g* cel mai bun aproximant al lui £ € F si presupunem ca existd g

" k
astfel incat <€-g*,g;>=k#0. Pentruun element g, = g + —— g, avem

g
||f—g2||2 = <f—g2,f—g2> = f—g* _ngllf_g* _%91 =
= =
2 2
(f-ge-g)-2 " (e-ga)+ ~ (g a)=|e-o - =5
= A ol

||f - g, || < ” f - g*H, ceea ce contrazice ipoteza cd g* este cea mai buni aproximare, adic
k=0.

Conditia este suficienta : fie g; €G astfel ca<f-g;, g>=0, VgeG.

|£-g|*=<f-g, £-g>=<£-gi- (g-g1) , £-g1-(g-g1)>= ||£-gu|*+|g-g:|? adica
|£-g1|<||£-g]| ceea ce implici gl=g”.

Teorema 2 Cea mai buna aproximare in sensul celor mai mici patrate g*€G a lui £€F este
unicd.

- . - - . . .o * . * . . . v
Presupunem ca existd doua cele mai bune aproximatii g;” si g, alelui £, ceea ce implica:



<f-gl*, g>=<f-g2", g>=0, pentru VgeG si in particular pentru g=g:*-g," | g:"-g2"||?
=<g;" - £+ £f - g, > =<f - g;,g> - <f - g:,g> = 0 ,adicd g;'=g,".
0 0

Pentru o bazi, u,,...,u, din G (i.e. pentru un set minimal de elemente liniar independente), un
element oarecare geG si cel mai bun aproximant se exprima ca

n n
_ * _ *
g = Z kUks g = chuk
k=1

Sistemul poartd numele de sistem normal
Sistemul normal este simetric (produsele scalare fiind comutative, in general) si rdu conditionat.
Determinantul sistemului poartd numele de determinant Gram.

<ul, u1> -c; + <u2, u1> -c, + ...+ <un, u1> -c, = <f, u1>
<u1, u2> -c; + <u2, u2> -Cc, + ...+ <un, u2> -c, = <f, u2>
<u1, un> e, + <u2, un> -c, + ...+ <un, un> e, = <f, un>

Sistemul normal este simetric (produsele scalare fiind comutative, in general) si rau conditionat.
Determinantul sistemului poartd numele de determinant Gram.

(uy, uy) ... (uy, uy)
G(ul, un) =

(u, ug) .. (ug, )

Intrucat rezolvarea directa a sistemului prezinta dificultati, se preferd aducerea la forme
particulare; astfel pentru o baza ortonormata sistemul normal devine diagonal. Componentele
bazei c;”, in acest caz, se numesc coeficienti Fourier si au forma

c* = <f,u>, k=0:n.

Calitatea aproximarii se evalueaza prin distanta

le-a =(e-g"e-9")={e-g"5)-(e-d"d) = (£ -(g" 9
NI

0
le-o =] - ZCfuk>

Pentru o baza ortonormata se obtine forma simplificata




2 2 = 2
*
=[£]" - X e

|£- o

Aproximarea continua in sensul cmmp

In aproximarea continua in sensul celor mai mici patrate se alege produsul scalar de forma
b

(£ g) = [ w(x) - £(x) - glx) ax

a

e - Ji’ w(x) - £2(x)

a

unde w (x) >0 este o functie de ponderare, definitd pe (a,b) aleasd adecvat scopurilor
aproximarii.
Aproximarea continud In sensul celor mai mici patrate g* (x) a lui £ (x) pe C([a,b]) este

definita prin
b

J ) - [e6x) - 6" GO ax = minf wls) - [£x) - g(x)]'ax

a

E’ E

n
Considerand o bazd u={u,, .., u,} pentru G i scriind g = z ¢, u, minimul este obtinut
k=0

Aceste ecuatii sunt echivalente cu cele obtinute din teorema de caracterizare. Concret, trebuie
satisfacutd conditia de ortogonalitate

J o) - o) — 0" e)] - glo) ax = 0
Zz:c;j w(x) . uk(x) . uj(x) dx = lew(x) . f(x) . uj(x) dx, j=1:n

Alegem baza polinomiald, cu dim G=n+1, si notdm pentru comoditate indicii Incepand de la 0

U (x)=1, u;(x)=x,.., u,(x)=x",

Sistemul normal obtinut pentru aproximarea continud in sensul celor mai mici patrate este
n
*
2
k=0

Baza polinomiald nu este ortonormata; sistemul normal, pentru w (x) =1 este un sistem Hilbert,
foarte rau conditionat.

Pornind de la o baza oarecare uy,uy, ..., U, S€ poate trece la o baza ortonormata

Vo,V1, ..., Vy folosind algoritmul de ortogonalizare Gram-Schmidt

N Sy *

w(x)-xk+jdx=Tw(x)-f(x)-xjdx, j=0:n



Wo = Ug Vo =
ol
Wy
W, = 4 <u11V0>Vor vy
||w1||
m-1
w, = u, — Z<um,vp>vp, V.
| I
Pentru F=R", cu produsul scalar x, XV, = - y implementarea algoritmului

de ortogonalizare este:

function V = Orto_Schmidt (U)
% Intrari:
% U- o baza oarecare (data prin n vectori)
% Iesiri:
% V - baza ortonormata corespunzatoare
[m,n]=size (V) ;

W=zeros (n) ;

form=1:n

W(:,m) =U(:,m);
for j =1 : m-1

c=U (:,m)*v(:,]3);

W(:,m) = W(:,m) - c*V(:,3);
end;

V(:,m) = W(:,m) / norm( W(:,m) );
end

Aproximare continui trigonometrica in sens cmmp

Spatiul G este generat de cele 2n+1 componente ale bazei trigonometric

i sin(x) cos (x) :-- sin(nx) cos (nx)

2

relatiile de ortogonalitate sunt:

1 2n

L o ) ax = 5, = {
0

00 g=%r
1, q-=

pentru orice functie £eC([-1,1])

Lty
0

Worw) = |55

a3 |k

I 2n
<u2q_1, uzq_1> = i I sin® gx dx = % I (1 — cos 2qx) dx =

0

1 sin2gx |2«
0




2n

1 1 ¥ .
<u2q, u2q> = o I cos’qgx dx = o J' (1 + cos 2gx)dx = 1 + zi _ sin 2qgx
I

o

<u0, uzq_l> = %!‘\E -sin gx dx = 0

<u2q_1, uzr_1> = — J- sin gxsin rx dx = 0
o
0
2n
1
<u2q, u2r> = o I cos gx -cos rx dx =0
0

<u2q 17 u2r> = —_‘.s1n gx -cos rx dx =0

Sistemul normal devme diagonal si:
2n

a, = (£ u,) = %jf(x) dx

0

2n 2n
b1=%J‘f(x)sinxdx a1=%‘[f(x)cosxdx
0
1 2n . 1 2n
b, = o I f(x) sin px dx a, = —If(x) cos px dx

0
« _ a,

g —T+Z(a cos px + b, s:.npx)

Aproximare continua Cebasev in sensul cmmp.

Spatiul G este generat de cele n+1 componente ale bazei Cebasev

%, () ..., T.(x)

Baza este ortogonala in raport cu produsul scalar:

n () - 7, () . T
T - T dx
=== 212 q=r =0
-1 1—X2 2
II q:r:
pn(x) T+aT(x)+ .+anTn(x)
2
1 £(x)
a, = J. dx

V1 — %?
2 f £(x) - Tp(x)
n V1 - x*

2q

2n
0

=1



Aproximare discreta in sensul cmmp.

In aproximarea discreta in sensul celor mai mici patrate, functia £€eF=C ([a ,b]) este
cunoscutd pe un suport finit dat de punctele %4, %3, ..., %y, prin valorile ei

£ (x%0) ,£(x1),.., £ (%) sisedoreste a fi aproximata optimal in sensul celor mai mici patrate
printr-o functieg € G < F, cunoscuta prin valorile sale g(%o) ,g (%1) , .., g (%xn) in aceleasi
puncte.

Subspatiul G de dimensiune n+1, este generat de elementele liniar independente

u(xo) ,u(x1),..,u(x,) din F.

Tinand seama de faptul ca functiile £ si g se cunosc numai in punctele %xq, X1, ... , Xn, produsul
scalar si norma vor fi definite pe spatiul vectorilor valorilor functiilor din C ([a,b]) in punctele

mentionate prin
m

<fr g> = z W(xi) f(xi) g(xi)

i=0

e1= |3 wte) - e

i=0

Problema aproximarii discrete in sensul celor mai mici patrate este de a gasi functia
n
g'(x) = Z cpu, (xAdica coeficientii ¢, k=0 : n astfel incat:
k=0
| 26 - 5°) | = min] £() - o) |

In aceste conditii aproximarea discreta in sensul celor mai mici patrate exista si este unica.
Un sistem de functii ortonormate discret satisface conditiile

Zn:w(xi)uj(xi)uk(xi) =0, pentru j=#k, Jj k=0:n,

i=0

Z w(xi)uj?(xi) =1

i=0

Teorema de caracterizare Zp: w(xi) . [f(xi) - g*(xi)] . g(xi) =0

i=0

conduce la sistemul normal

Z;}c;izz:‘)w(xi) . uk(xi) . uj(xi) = iZ:)w(xi). f(xi) . uj(xi), §=0:n

Pentru un sistem de ecuatii normale diagonal coeficientii Fourier sunt

o = gow(xi)f(xi)uk(xix k=0:n

iar calitatea aproximarii este data de

5 wle) - ete) - 3 uk(xi)]z - $vle) ) - S

Sistemul normal obtinut folosind baza polinomiala are forma

zn: C;Zn: w(x,) x99 = Zn:w(xi) £(x, ) x3, j=0:n
k=0 i=0

i=0



Aproximare discreta trigonometrica in sens cmmp.

Baza
, s8in(x) , cos (x), - sin nx, cos nx

=s|| =

este ortogonala 1n raport cu produsul scalar discret

2n+2 0, q £ r
Zuq(xk)'ur(xk)={n+1 q=r' qr=1:2n+ 2
k=1 7

in care suportul aproximarii este constituit din punctele echidistante din intervalul [0, 2]
2m - k ko

X, = = , k=1:2n+ 2
2n + 2 n+1

Coeficientii polinomului minimal de aproximare discreta trigonometrica in sensul celor mai mici
patrate rezultd din sistemul diagonal Gram

kR AR )

b, = (£ sin jx) = znizf( )sin nk-il-le
k=1

a; = (£, cos jx) = 22 (

k=1

n+1

)cos kn j=1:n
n+1 n+1 » J s
Aproximarea discreti Cebasev in sensul cmmp

1
Baza E » T (x) , -+, T, (xdste ortogonald in raport cu produsul scalar discret

n 0, q#r
zuq(xk)ur(xk): n+1 q=r' qr=0:n
k=0 2 ’
Punctele x, de pe suportul evaluarii produsului scalar sunt radacinile polinomului Tp4; (%x) =0,
2k + 1
Xy = cos ——_ I, k=0:n
2n + 2
Facem substitutia
2k + 1
X =cos ® > 6, =_——n
2n + 2

Zn:Tq(xk)Tr(xk) = zn: cos g6, cos r6, = %Zn: [cos (q + r)ek + cos(q - r)Gk ]
k=0 k=0 k=0

a
p(x) = T;+a1T1 (x) + - + a, T, (x)
n+1 1 & J2 &
a, = (£, u,) = — £, a, = £
2 0 < o> \/El;k 0 n+1l§k




Polinoame ortogonale

Un sir de functii {p; (x) }ien este ortonormat, daca
Ips2=1

Daca sirul {u;} este liniar independent, atunci existd un sir ortonormat {v;} format din
combinatii liniare de elemente ale lui {u;} astfel incat subspatiul liniar generat de uo,u;, ..., u;
coincide cu subspatiul liniar generat de vo, vy, ..., Vi.
Inlocuind sirul {u;} prin sirul de polinoame 1, x, x%,..,x
ortogonale corespunzator sirului {w;} Po, Pi,.,Pn

pPo=1

n

se obtine un sir de polinoame

O familie de polinoame ortogonale se defineste In mod unic in raport cu un interval [a,b] sio
functie pondere w (x) .

Anumite produse scalare satisfac relatia de simetrie <x£, g>=<£f, xg> situatie in care:

pPo(x)=1, P1(x)=x-0,0

Px+1 (X) = (x-04) Pk (%) =Bk Px-1(X) , k = 1:n-1
akzw, k=0:n-1,
| 2 |
2
| P | k=1:n-1

Bk = ||2 4

Pentru un polinom ortonormat

n-1

_ n
pn(x) - annx + an—l,nx + a0n
avem relatia de recurenta
a a a a
n,n n-1,n n,n+1 n-1,n-1 _
: Pn+1(x) + - - X|- Pn(x) + : Pn—l(x) =0
a'n+1,n+1 an,n a'n+1,n+1 an,n

daca polinomul este numai ortogonal, fara a fi ortonormat, atunci relatia de recurenta este

e
n,n . Pn+1(x) + an—l,n _ a-n,n+1 _ X\] . Pn(x) + an—l,n—l . pn i Pn_l(x) =0
a'n+1,n+1 a a an'n "pn—l”

n,n n+l,n+1
Polinoamele ortogonale mai des utilizate Cebdsev, Legendre, Laguerre si Hermite

Cebasev Toe1-2xT,+T,_1=0, To=1l, T:=x
Legendre (n+1)L.;1- (2n+1) XL +nL, =0, Lo=1, L;=x
Laguerre Gns1- (2n+1-x) G, +n°G,_;=0, Go=1, G;=1-x
Hermite H,,1-2xH +2nH, =0, Hy=1, H;=2x



function z=Leg(n)
% calcul coeficienti polinom Legendre de grad n
y=[1 0]; $L1 (x)=x
if n==
Z=X;
elseif n==
x=1; $L0 (x)=1
z=y;
else
for k=2:n
z=[ (2*k-1) /k*y 0]-[0 0 (k-1)/k*x];
X=y;
y=z;
end
end

Proprietati polinoame ortogonale
1. un polinom ortogonal are raddcini reale, distincte situate in intervalul [a, b]

2. un polinom ortogonal prezinta proprietatea de ortogonalitate in raport cu orice polinom
(neortogonal) cu grad mai mic decat el

<Pn, q>=0, k=0:n-1, in particular q,=x*, unde produsul scalar, prin ponderea w si intervalul
[a,b] individualizeazd un anumit polinom ortogonal.

0 = <pnl pk> = <pnr iajxj> = iaj<pn, xj> deunde<pn, xj>=0 sl
j=0 j=0

g
j=0

3. raddcinile polinomului p, (%) determina intervale de separare pentru raddcinile polinomului
Pn—l (X)

<pn/ qk> = 0

Daca %15, X2n, ... , Xnp sunt radacinile lui p, (X) $1 X1,n-1,X2,n-1 /-, Xn-1,n-1 - radacinile lui
Pn-1 (%), ambele ordonate crescator, atunci
Xin < X1 ,n-1,

Xnn > xn—l,n—ls
Xj-1,n-1 < Xi,n < Xi-1,ns 1< i<n.

Separare.

Capatul stang a al intervalului de separare a primei raddcini o < X;,, < Xi1,a-1, $i capatul
drept B al intervalului de separare a ultimei radacini Xp-1 n-1 < Xn,n < P se determind
impunand variatia semnului polinomului la capetele intervalului de separare a radacinii

pn (xl,n—l) -pn (G.) < 01
pn (xn—l,n—l) -pn(ﬁ) < 0-
O radacina separata intr-un interval poate fi localizata prin bisectie (injumatatirea intervalului).

function x = Radacini(n, ‘f’, x)
% Intrari: n = gradul polinomului ortogonal
$f=functia pt calcul polinom ortogonal




$x=vectorul celor n radacini ale polinomului
%$x (1) contine initial radacina polinomului de grad 1
for k =2 : n
x(0) = x(1) -h;
while feval (f,x(1l))*feval(f,x(0)) >0
x(0) = x(0) - h;
end;
x(k) = x(k-1) +h;
while feval (f,x(k-1))*feval(f,x(k)) >0
x(k) = x(k) + h;
end
for i
a
b
do
y(i) = (a+b)/2;
if feval(f,a)*feval(f,y(i))> 0
a=y(i);
else
b =y(i);
end
while abs(feval(f,y(i)))<e or b-a<e;
end
for i =1 : k
x(i) = y(1);
end
end

1 :k
x(i-1);
x(i);

L

E=4

4. minimul integralei ™in J. w(x) qi(X) dx este realizat de catre polinomul ortogonal
Px (%), definit in mod uitic degponderea w (x) si de intervalul [a,b]

Descompunem polinomul g, (x) dupa baza reprezentatd de polinoamele ortogonale
Po(x) ,pP1(X) ,..,Pn(x)
dn (X) =Pn (X) +0n-1Pn-1 (X) +..+ QoPo (X)

[ w(ahi(e) ax = [ wlapl(e) am+ 3, [ el (x) o

b

Termenii de forma j 2u(x) o %5 Ps (x) Pj(x) dx dispar, datorita ortogonalitatii. Se
a

observa ca minimul integralei se obtine pentru toti a;=0, ceea ce conduce la g, (x) =p, (X)

Polinoamele ortogonale pot fi obtinute si folosind relatia lui Rodrigues

K, d”
X) = - — G, (X

Pu(x) = 25+ s Gal®)
in care K, este o constanta, iar functia G, (%), specifica unui anumit polinom ortogonal verifica
conditiile
Ga(2)=G, (a)=G, (a)= .. =G, (a)=0
Gn(b)=G, (b)=G," (b)= .. =G, (b)=0
Pent li 1 le, functia G, te:

entru polinoamele 0@0&01}{2143&2% e, functia G, (x) este

1 - x?

10




Cebasev ordin 1

Cebasev ordin 2 (1 - xz)n V1 - x?

2 n
Legendre (X -1
Laguerre: x"e™
Hermite: o

Formula lui Rodrigues, pentru polinoamele ortogonale
aAm e 1-x2 @ (1- %)
1 n 2
2“1"(n + 2) dx 1-x

Cebasev ordin 1: (_ 1)

Cebasev ordin2: (- 1) (n+ 1n ! d - (1
2"+11"(n + 3) 1-x* dx
2
n 1 d" 2\n
L dre: -1 . 1-
L : 1 e® d’ (x"e ")
aguerre: - e
n_-x’ a” -x°
Hermite: (- 1)ye dx” (e )

11

_x2)“ 1—

X
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	Aceste ecuaţii sunt echivalente cu cele obţinute din teorema de caracterizare. Concret, trebuie satisfăcută condiţia de ortogonalitate  
	  
	  
	 
	Alegem baza polinomială, cu dim G=n+1, şi notăm pentru comoditate indicii începând de la 0 
	u0(x)=1, u1(x)=x,…, un(x)=xn,  
	Sistemul normal obţinut pentru aproximarea continuă în sensul celor mai mici pătrate este 
	  
	Baza polinomială nu este ortonormată; sistemul normal, pentru w(x)=1 este un sistem Hilbert, foarte rău condiţionat. 
	Pornind de la o bază oarecare u0,u1,…,un, se poate trece la o bază ortonormată 
	v0,v1,…,vn, folosind algoritmul de ortogonalizare Gram-Schmidt 
	  
	  
	Pentru  F=Rn, cu produsul scalar   implementarea algoritmului de ortogonalizare este: 
	function V = Orto_Schmidt(U) 
	% Intrări: 
	%  U- o bază oarecare (dată prin n vectori) 
	% Ieşiri: 
	%  V -  baza ortonormată corespunzătoare 
	 [m,n]=size(U); 
	 W=zeros(n); 
	 for m = 1 : n 
	      W(:,m) = U(:,m); 
	      for  j = 1 : m-1 
	           c = U’(:,m)*V(:,j); 
	           W(:,m) = W(:,m) - c*V(:,j); 
	      end; 
	      V(:,m) = W(:,m) / norm( W(:,m) ); 
	 end 

	Aproximare continuă trigonometrică în sens cmmp 
	Spaţiul G este generat de cele 2n+1 componente ale bazei trigonometric  
	 
	 
	 
	relaţiile de ortogonalitate sunt: 
	 
	pentru  orice funcţie f(C([-1,1])  
	 
	  
	 
	  
	 
	 
	  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Sistemul normal devine diagonal şi: 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	  
	 
	Aproximare continuă Cebâşev în sensul cmmp. 
	Spaţiul G este generat de cele n+1 componente ale bazei Cebâşev  
	 
	 
	 
	Baza este ortogonală în raport cu produsul scalar:  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	 
	Aproximare discretă în sensul cmmp. 
	In aproximarea discretă în sensul celor mai mici pătrate, funcţia f(F=C([a,b]) este cunoscută pe un suport finit dat de punctele x0,x1,…,xm prin valorile ei f(x0),f(x1),…,f(xm) şi se doreşte a fi aproximată optimal în sensul celor mai mici pătrate printr-o funcţie g ( G ( F, cunoscută prin valorile sale g(x0),g(x1),…,g(xm) în aceleaşi puncte. 
	Subspaţiul G de dimensiune n+1, este generat de elementele liniar independente  u(x0),u(x1),…,u(xn) din F. 
	Ţinând seama de faptul că funcţiile f şi g se cunosc numai în punctele x0,x1,…,xm, produsul scalar şi norma vor fi definite pe spaţiul vectorilor valorilor funcţiilor din C([a,b]) în punctele menţionate prin 
	  
	  
	Problema  aproximării discrete în sensul celor mai mici pătrate este de a găsi funcţia                      
	                                     Adică coeficienţii ck*, k=0 : n astfel încât: 
	 
	În aceste condiţii aproximarea discretă în sensul celor mai mici pătrate există şi este unică. 
	Un sistem de funcţii ortonormate discret satisface condiţiile 
	 
	 
	 
	 
	 
	Teorema de caracterizare     
	conduce la sistemul normal 
	  
	 
	Pentru un sistem de ecuaţii normale diagonal coeficienţii Fourier sunt  
	 
	iar calitatea aproximării este dată de  
	 
	 
	 
	Sistemul normal obţinut folosind baza polinomială are forma  
	 
	 
	 

	 
	Aproximare discretă trigonometrică în sens cmmp. 
	 Baza   
	 
	este ortogonală în raport cu produsul scalar discret 
	 
	 
	 
	în care suportul aproximării este constituit din punctele echidistante din intervalul [0,2(] 
	 
	 
	 
	Coeficienţii polinomului minimal de aproximare discretă trigonometrică în sensul celor mai mici pătrate rezultă din sistemul diagonal Gram 

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Aproximarea discretă Cebâşev în sensul cmmp 
	                   
	 
	 
	Punctele xk de pe suportul evaluării produsului scalar sunt rădăcinile polinomului Tn+1(xk)=0,  
	 
	 
	 
	Facem substituţia                                      
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Polinoame ortogonale  
	Un şir de funcţii {pi(x)}i(N este ortonormat, dacă 
	<pi, pj>=0, i(j 
	║pi║2=1 
	Dacă şirul {ui} este liniar independent, atunci există un şir ortonormat {vi} format din combinaţii liniare de elemente ale lui {ui} astfel încât subspaţiul liniar generat de u0,u1,…,ui coincide cu subspaţiul liniar generat de v0,v1,…,vi. 
	Înlocuind şirul {ui} prin şirul de polinoame 1, x, x2,…,xn se obţine un şir de polinoame ortogonale corespunzător şirului {wi} p0, p1,…,pn 
	 p0=1  
	 
	 
	O familie de polinoame ortogonale se defineşte în mod unic în raport cu un interval [a,b] şi o funcţie pondere w(x).  
	Anumite produse scalare satisfac relaţia de simetrie <xf, g>=<f, xg>  situaţie în care: 
	p0(x)=1, p1(x)=x-(0 
	pk+1(x)=(x-(k)pk(x)-(k pk-1(x),   k = 1:n-1 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Pentru un polinom ortonormat  
	 
	avem relaţia de recurenţă  
	 
	 
	 
	dacă polinomul este numai ortogonal, fără a fi ortonormat, atunci relaţia de recurenţă este  
	 
	 
	 
	Polinoamele ortogonale mai des utilizate Cebâşev, Legendre, Laguerre şi Hermite  
	Cebâşev  Tn+1-2xTn+Tn-1=0,   T0=1, T1=x  
	Legendre        (n+1)Ln+1-(2n+1)xLn+nLn-1=0,  L0=1, L1=x  
	Laguerre   Gn+1-(2n+1-x)Gn+n2Gn-1=0,  G0=1, G1=1-x  
	Hermite     Hn+1-2xHn+2nHn-1=0,   H0=1, H1=2x  
	 
	function z=Leg(n) 
	% calcul coeficienti polinom Legendre de grad n 
	y=[1 0];   %L1(x)=x 
	if n==0 
	  z=x; 
	elseif n==1 
	  x=1;     %L0(x)=1 
	  z=y; 
	else 
	  for k=2:n 
	   z=[(2*k-1)/k*y 0]-[0 0 (k-1)/k*x]; 
	      x=y; 
	      y=z; 
	   end 
	end  
	Proprietăţi polinoame ortogonale  
	1. un polinom ortogonal are rădăcini reale, distincte situate în intervalul [a, b] 
	2. un polinom ortogonal prezintă proprietatea de ortogonalitate în raport cu orice polinom (neortogonal) cu grad mai mic decât el 
	<pn,qk>=0, k=0:n-1, în particular qk=xk, unde produsul scalar, prin ponderea w şi intervalul [a,b] individualizează un anumit polinom ortogonal.  
	                                                                                                 de unde <pn, xj>=0 şi 
	3. rădăcinile polinomului pn(x) determină intervale de separare pentru rădăcinile polinomului pn-1(x) 
	Dacă x1n,x2n,…,xnn sunt rădăcinile lui pn(x) şi x1,n-1,x2,n-1 ,…,xn-1,n-1  - rădăcinile lui pn-1(x), ambele ordonate crescător, atunci 
	 x1n < x1,n-1, 
	 xnn > xn-1,n-1, 
	 xi-1,n-1 < xi,n < xi-1,n, 1 < i < n. 
	adică rădăcinile lui pn(x) se află între rădăcinile lui pn-1(x) pe care le folosesc ca intervale de separare. 
	Capătul stâng ( al intervalului de separare a primei rădăcini    ( < x1,n < x1,n-1, şi capătul drept ( al intervalului de separare a ultimei rădăcini xn-1,n-1 < xn,n < (  se determină impunând variaţia semnului polinomului la capetele intervalului de separare a rădăcinii 
	 pn(x1,n-1).pn(() < 0, 
	 pn(xn-1,n-1).pn(() < 0. 
	O rădăcină separată într-un interval poate fi localizată prin bisecţie (înjumătăţirea intervalului). 
	function x = Radacini(n, ‘f’, x) 
	% Intrări:  n = gradul polinomului ortogonal 
	%f=funcţia pt calcul polinom ortogonal 
	%x=vectorul celor n rădăcini ale polinomului 
	%x(1) contine iniţial rădăcina polinomului de grad 1 
	for k = 2 : n  
	     x(0) = x(1) –h; 
	     while feval(f,x(1))*feval(f,x(0)) >0  
	        x(0) = x(0) – h; 
	     end; 
	     x(k) = x(k-1) +h; 
	     while feval(f,x(k-1))*feval(f,x(k)) >0  
	        x(k) = x(k) + h; 
	     end 
	     for i = 1 : k  
	         a = x(i-1); 
	         b = x(i); 
	         do 
	           y(i) = (a+b)/2; 
	           if feval(f,a)*feval(f,y(i))> 0 
	              a = y(i); 
	           else 
	              b = y(i); 
	           end 
	         while abs(feval(f,y(i)))<e or  b-a<e; 
	     end 
	   for i = 1 : k 
	      x(i) = y(i); 
	   end 
	  end 
	4. minimul integralei                                              este realizat de către polinomul ortogonal pn(x), definit în mod unic de ponderea w(x) şi de intervalul [a,b] 
	Descompunem polinomul qn(x) după baza reprezentată de polinoamele ortogonale p0(x),p1(x),…,pn(x) 
	qn(x)=pn(x)+(n-1pn-1(x)+…+ (0p0(x) 
	 
	 
	 
	Termenii de forma                                                               dispar, datorită ortogonalităţii. Se  
	observă că minimul integralei se obţine pentru toţi (i=0, ceea ce conduce la qn(x)=pn(x) 
	Polinoamele ortogonale pot fi obţinute şi folosind relaţia lui Rodrigues 
	 
	 
	 
	în care Kn este o constantă, iar funcţia Gn(x), specifică unui anumit polinom ortogonal verifică condiţiile 
	Gn(a)=Gn’(a)=Gn”(a)= … =Gn(n-1)(a)=0 
	Gn(b)=Gn’(b)=Gn”(b)= … =Gn(n-1)(b)=0 
	Pentru polinoamele ortogonale uzuale, funcţia Gn(x) este: 
	Cebâşev ordin 1 
	   
	Cebâşev ordin 2 
	Legendre                 
	Laguerre:               xne-x 
	Hermite: 
	Formula lui Rodrigues, pentru polinoamele ortogonale 
	 
	Cebâşev ordin 1:   
	 
	 
	 
	Cebâşev ordin 2: 
	 
	 
	 
	Legendre:   
	 
	 
	Laguerre: 
	 
	 
	Hermite:    



