
 
 APROXIMARE UNIFORMĂ 

Definirea   şi  caracterizarea  celui  mai  bun  polinom   de  aproximare uniformă 
(polinomul minimax) 

 

Pentru  orice  funcţie continuă pe un interval  inchis  [ ]( )b,aCf ∈  se defineşte 
norma aproximării uniforme prin:  

[ ]
( )xfmaxf

b,ax∈
= . 

Cel  mai  bun  polinom de aprxoximare  uniformă  de  ordin  n (aproximant  uniform  
sau polinom minimax)  al  unei  funcţii: f∈C([a,b]) este acel polinom   
care se  îndepărtează cel mai puţin, în sensul normei de funcţia dată, adică:  
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Teorema de caracterizare: ( )xp*
n  este aproximant  uniform de ordin n, dacă: 

 atinge de n+2 ori valoarea extremă +E sau -E, cu 
alternanţe de semn între două extreme consecutive. 
( ) ( ) ( )xpxfxe *

n−=

Aceasta presupune existenţa a n+2 puncte distincte în [a,b]:  cu 
proprietatea de alternanţă a extremelor, adică: 

1n10 x,,x,x +Κ

( ) ( ) ( ) ( ) 1n:0k,E1xpxfxe k
knkk +=−=−= ∗ , 

[ ]
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∗

∈
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Cel mai bun polinom de aproximare uniformă este unic. 
Dacă funcţiile  sunt liniar independente şi generează un spaţiu 
vectorial V şi dacă orice element din V are n+2 zerouri în [a,b] atunci: 

f,x,,x,x,1 n2 Κ

1
0
.   posedă exact n+2 extreme alternante *

npf −

2
0
. a şi b fac parte dintre punctele extreme 

3
0
. între punctele extreme nu există alte extreme 

4
0
.  este strict monotonă între două  puncte  extreme alternante consecutive. *

npf −

În determinarea celui mai bun polinom de aproximare uniformă se   folosesc polinoame 
Cebâşev, întrucât acestea prezintă proprietatea de oscilaţie cerută de teorema de 
caracterizare. 

Proprietăţi ale polinoamelor Cebâşev. 

Polinoamele Cebâşev se definesc prin relaţia:  ( ) ( )xarccosncosxTn =  
Dacă se introduce notaţia: 

θcosx = , 
( ) ( ) θncosθcosTxT nn == . 

Se observă că: x∈[-1,1] şi Tn(x)∈[-1,1], adică: 
[ ] [ ]1,11,1:Tn −→− . 
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Polinomul  Tn(x)  este  un polinom de gradul n în  x  având coeficientul puterii 
dominante 2n-1: 

( ) Κ+⋅= − n1n
n x2xT  

Polinoamele Cebâşev se calculează cu relaţia de recurenţă: 
( ) ( ) ( ) 1n:1p,0xTxTx2xT 1pp1p −==+⋅⋅− −+ ,  

( ) ( ) xxT,1xT 10 == . 

Intr-adevăr  relaţia  de  recurenţă se  poate  exprima  prin relaţia trigonometrică evidentă: 
( ) ( ) θpcosθcos2θ1pcosθ1pcos ⋅⋅=−++  

Zerourile polinomului Cebâşev se obţin din ecuaţia  trigonometrică: 

n2
π

)1k2(θ0θncos k +⋅=⇒= , 

n2
π

)1k2(xk +⋅= .  

Punctele  de  extrem ale polinomului Cebâşev: ( ) 1xT pn µ=  sunt: 

n
πp

cosxp = . 

Relaţiile de ortogonalitate satisfăcute de aceste polinoame: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==

≠=

≠

=
−

⋅
∫
− .0qpπ

,0qp
2
π

,qp0

dx
x1

)x(T)x(T1

1
2

qp  

 se deduc din identitatea trigonometrică: 
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     Dezvoltarea  în  serie de polinoame Cebâşev a  unei  funcţii definite pe [ ]1,1−  este: 
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şi se obţine din dezvoltarea în serie Fourier a funcţiei: 
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O funcţie generatoare a polinoamelor Cebâşev este: 

( ) ( ) Κ+⋅+⋅+=
+−

−
xTtxTt1
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Polinomul  Cebâşev  monic de gradul  n  (având  coeficientul puterii  maxime 1) ( )xT~
n  

se obţine din polinomul Cebâşev  corespunzător prin împărţire cu  1n2 −

( ) ( )
1n

n~
n 2

xT
xT −=  

Relaţia  de  recurenţă pentru polinoame  Cebâşev  monice  se deduce  din relaţia  
corespunzătoare  polinoamelor  Cebâşev obişnuite: 

0)x(T
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)x(Tx)x(T ~
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~
p

~
1p =⋅+⋅− −+ . 

Polinoamele  Cebâşev monice au aceleaşi zerouri şi  aceleaşi puncte  în  care prezintă  
extreme  ca  şi  polinoamele  Cebâşev corespunzătoare.   Valorile extremelor sunt însă 
diferite şi anume: 
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Dintre polinoamele monice de ordin n definite pe  [-1,1], polinomul monic Cebâşev 
are norma aproximării uniforme minimă şi: 
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Presupunând că ar exista un polinom  cu proprietatea: *

nnP Π∈
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( )

1nn
1,1x 2

1
xPmax −−∈

< , 

atunci polinomul: 
~

1nn
~
n PTQ −Π∈−= . 

 
ar prezenta în punctele: n:0p,πpcosxp == ,   n alternanţe de semn, adică ar 
avea n  zerouri pe [-1,1]ceeace este imposibil fiind un polinom de grad n-1. 
Teorema ne permite să găsim abscisele n10 x,,x,x Κ   din  [-1,1] care 
minimizează eroarea interpolării Lagrange 

)!1n(
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Restul  interpolării  este minimizat în  sensul  aproximării uniforme pentru: 
, adică pentru punctele: ~

1n
~

1n TR ++ =
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2n2
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şi în acest caz avem majorarea: 

)x(fmax
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Intervalul  de  interpolare  poate fi  extins  la  [a,b]  cu schimbarea de variabilă: 
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Determinarea polinomului minimax al unei functii date 

Se face mai intâi o schimbare liniară de variabilă pentru  a se trece în domeniul [-1,1]: 
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=+⋅= . 

Vom considera în cele ce urmeaza că funcţiile sunt definite pe [-1,1]în variabila x. 
În  cazul  particular în care funcţia  f este un  polinom  de grad n+1: 

( ) 0
n

n
1n

1n axaxaxf ++⋅+⋅= +
+ Κ , 

cel mai bun polinom de aproximare uniformă de ordin n este: 

)x(T
2

a
)x(f)x(p 1nn

1n*
n +

+ ⋅−=  

Intr-adevăr ( ) ( ) ( )xT
2

a
xpxf 1nn

1n*
n +

+ ⋅=−  satisface teorema de caracterizare,  

prezentând n+2 alternanţe: Κ,
2
1

,
2
1

nn
− , în punctele: 

1n:0k
1n

πk
cosxk +=

+
= . 

În cazul general, în care f este o funcţie continuă oarecare, o aproximare a polinomului 
minimax se determină pornind  de  la dezvoltarea în serie de polinoame Cebâşev  a 
funcţiei: 

∑ ∑
=

∞

+=
++ ++⋅=−

n

0p 2np
pp1n1npp

*
n )x(Tc)x(Tc)x(Tc)x(p)x(f  

Dacă dezvoltarea în serie a lui  f este rapid convergentă: 

∑
∞

+=

≈⋅
2np

pp 0)x(Tc , 

atunci, dacă se ia pentru polinomul minimax dezvoltarea limitată: 

∑∑
==

⋅=⋅=
n

0p

p
p

n

0p
pp

*
n xa)x(Tc)x(p . 

se  constată că diferenţa  ( ) ( )xpxf *
n−  prezintă proprietatea  de oscilaţie din teorema 

de caracterizare 
Dezvoltarea  limitată reprezintă  o  aproximaţie  a polinomului minimax întrucât se 
neglijează termenii de la  rangul n+2 în sus. 
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Se pot obţine  aproximaţii  mai bune ale polinomului minimax folosind algoritmii lui 
Rémes. 
În algoritmul 1 Remes, în locul rezolvării sistemului: 

1n:0k,)x(fE)1(xa k
k

n
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=

, 

cu necunoscutele  şi E, obţinut din: n:0i,ai =
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se  construiesc polinoamele de interpolare Lagrange: ( )xR 1n +  şi  ale funcţiilor 
f(x) şi  : 

( )xS 1n +

( )k1−

( ) ( ) 1n:0k,xfxR kk1n +==+ , 
( ) ( )kk1n 1xS −=+ , 

cu care se face aproximarea în: 

( ) ( ) ( )xSExRxp 1n1n
*
n ++ ⋅−=  

Valoarea E se determina impunând coeficientul puterii n+1 să fie 0: 
0sEra 1n1n1n =⋅−= +++ , 

1n

1n
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ra i
1n

1n
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+
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Algoritmul   2  Rémés  porneşte  de  la   polinomul   astfel determinat şi stabileşte 
valoarea extremă a funcţiei ; fie  abscisa pentru care se atinge acest extrem. ( )xe xM
 
[a, x, y] = Remes1(n, f, nrapel) este 
/* Intrări: 
/* n = gradul polinomului minimax 
/* f = funcţia aproximată prin polinomul minimax 
/*nrapel = indicator al primului apel al procedurii 
/*         în care se iniţializeaza tabelele x şi y. 
/*   Apelurile următoare făcute din Remes2 
/*   modifică o singură componentă din x şi y 
/* Ieşiri: 
/* a = tabel coeficienţi polinom minimax 
/* x= abscisele punctelor de oscilaţie 
/* y = ordonatele punctelor de oscilaţie 
{ dacă nrapel = 0 atunci 
    pentru k ← 0 : n+1  
      {x(k) ← cos (k*pi/(n+1)) 
        y(k) ← f(x(k)) 
        dacă k este impar atunci z(k) ← -1 
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                          altfel z(k) ←  1 
      } 
  calcul coeficienţi r polinom Lagrange în (x, y) 
  calcul coeficienţi s polinom Lagrange în (x, z) 
  E ← r(n+1) / s(n+1) 
  pentru k ← 0 : n  
    a(k) ← r(k) - E*s(k) 
} 

Dacă   xM  este  unul  din  puncte,   determinarea polinomului  minimax s-a încheiat, în 
caz contrar  se  încadrează între două puncte consecutive:  1pp xxMx +<<   atunci se 
înlocuieşte secvenţa de puncte: 

      ,x,,x,x,x,,x,x 1n1pp1p10 ++− ΚΚ    prin: 
      ,x,,x,xM,x,,x,x 1n1p1p10 ++− ΚΚ      dacă   ( ) ( ) 0xMexe p >⋅ , 
      ,x,,xM,x,x,,x,x 1np1p10 +− ΚΚ        dacă   ( ) ( ) 0xexMe 1p >⋅ + . 

şi se reiau paşii  pentru noul ansamblu de puncte. 
[a, x, y] = Remes2(n, f) este 
/* Intrări:n = gradul polinomului minimax 
/*   f = funcţia aproximată prin polinomul minimax 
/* Ieşiri: 
/*   a = tabelul coeficienţilor polinomului minimax 
/*   x = abscisele punctelor de oscilaţie 
/*   y = ordonatele punctelor de oscilaţie 
{ nrapel ← 0 
  execută Remes1(n, f, a, x, y, nrapel) 
  repetă 
    căutare xm a.î |f(xm)-pn(xm)| să fie maxim 
    dacă xm nu se află printre abscisele x atunci 
      { încadrează x(p) < xm < x(p+1) 
        dacă (y(p)-pn(x(p)))*(f(xm)-pn(xm)) > 0 atunci 
          { x(p) ← xm 
            y(p) ← ym 
          } 
        altfel  
          { x(p+1) ← xm 
            y(p+1) ← ym 
          } 
        nrapel ← nrapel + 1 
        execută Remes1(n, f, a, x, y, nrapel) 
      } 
  pină când xm coincide cu una din abscisele x 
} 
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Economizare Cebâşev. 
Polinoamele  Cebâşev  se pot folosi pentru a  reduce  gradul polinomului de aproximare, 
cu o pierdere minimă de precizie. 
De obicei funcţiile se aproximează prin polinoame Taylor: 
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cu restul aproximării: 
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Polinoamele  Taylor sunt exacte în vecinătatea lui  ,  dar precizia lor scade rapid pe 
măsură ce x se indepărtează de . 

0x

0x
Intrucât  polinoamele  Cebâşev prezintă un minim  al  normei aproximării  uniforme,  ele  
pot  fi  folosite  pentru  reducerea gradului polinomului Taylor fără a depăşi toleranţa 
impusă erorii 
In acest scop, în polinomul Taylor  se înlocuieşte puterea  cea mai mare  cu o 
combinaţie de polinoame Cebâşev şi se neglijează termenul  conţinând  pe  

nP
nx
( )xTn , 

comiţând prin  aceasta  o  eroare care se majorează prin: 

nnn a)x(Ta <⋅ . 

De exemplu pentru funcţia , pentru care se admite o toleranţă a erorii Emax = 
0.05, polinomul Taylor de grad 4 pentru o dezvoltare în vecinătatea lui 0 este: 
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Majorarea erorii este: 
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Pentru  a reduce gradul polinomului de aproximare,  înlocuim puterea cea mai mare x4 
cu o combinaţie de polinoame Cebâşev: 

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++++++= )x(T

8
1

)x(T
2
1

)x(T
24
1

6
x

2
x

x1)x(P 420

32

4
 

=+−+++++= )x(T
192
1

)1x2(
48
1

64
1

6
x

2
x

x1 4
2

32

 

)x(T
192
1

6
x

x
24
13

x
192
191

4

3
2 ⋅++⋅++  

Prin  reducerea  termenului  în ( )xT4   se  comite  o  eroare majorată de: 

005.0
192
1

)x(T
192
1

4 ≈<⋅  

Eroarea cumulată: 

05.0E028.0005.0023.0)x(T
192
1

)x(R max44 =<=+<⋅+  

nu depăşeşte toleranţa admisă. 
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