APROXIMARE UNIFORMA

Definirea si caracterizarea celui mai bun polinom de aproximare uniforma
(polinomul minimax)

Pentru orice functie continud pe un interval inchis £ e c(|a, b|) se defineste

norma aproximarii uniforme prin: || £ || = max |f(x) |

Cel mai bun polinom de aprxoximare uniforma de ordin n (aproximant uniform
sau polinom minimax) al unei functii: £eC([a,b]) este acel polinom p.(x) e II,
care se indepdrteaza cel mai putin, in sensul normei de functia data, adica:

Hf - p.| = min Hf - an = min max ‘f(x) - pn(x)‘
p, eIl ]

p. eIl xe[a, b

Teorema de caracterizare: p,(x) este aproximant uniform de ordin n, daca:
e(x) = £f(x) - p.(x) atinge de n+2 ori valoarea extremd +E sau -E, cu
alternante de semn Intre doud extreme consecutive.

Aceasta presupune existenta a n+2 puncte distincte in [a,b]: x,, x,, K, x_,; cu
proprietatea de alternanta a extremelor, adica:

e(xk) = f(xk) - P:(xk) = (_ 1)kEI k=0:n+1,

E = xrg[aag]\f(X) — pL(x)| .

Cel mai bun polinom de aproximare uniforma este unic.

Daci functiile 1, x, x*, K , x®, £ sunt liniar independente si genereaza un spatiu
vectorial V si daca orice element din V are n+2 zerouri in [a,b] atunci:

10. f - p. poseda exact n+2 extreme alternante

20. a si b fac parte dintre punctele extreme

0 .

3 . intre punctele extreme nu exista alte extreme
0

4. £-p

*

este strict monotona intre doud puncte extreme alternante consecutive.

n

In determinarea celui mai bun polinom de aproximare uniforma se folosesc polinoame
Cebdsev, intrucat acestea prezintd proprietatea de oscilatie cerutd de teorema de
caracterizare.

Proprietati ale polinoamelor Cebasev.

Polinoamele Cebasev se definesc prin relatia: T,(x) = cos(n arccos x)
Daca se introduce notatia:

X = cos 6,
T,(x) = T,(cos 6) = cos ne.
Se observa ca: xe[-1,1] si T.(x)e[-1,1], adica:

T, :|-1, 1] > |- 1, 1]



Polinomul T,(x) este un polinom de gradul n in x avand coeficientul puterii
dominante 277

T (x) = 2°7* - x™ + K

Polinoamele Cebagev se calculeaza cu relatia de recurenta:

Tp+1(x) -2-x- Tp(x) + Tp_l(x) = 0, p=1:n-1,

To(x) =1, Tl(x) = X.

Intr-adevar relatia de recurentd se poate exprima prin relatia trigonometrica evidenta:
cos (p+1)9+cos (p—l)e = 2-cos 6 - cos pbé

Zerourile polinomului Cebasev se obtin din ecuatia trigonometrica:

cosn® =0 = 0, = (2 -k +1)—,
2n
=2 -k+1)
= (2 + 1) on .
Punctele de extrem ale polinomului Cebasev: T,(x,) = ul sunt:
pna
xp = COSs n .

Relatiile de ortogonalitate satisfacute de aceste polinoame:

0 P#q
ITP(X) T, (x)

II
A P=q¢01
-1 vl—x 13

p=q=0.
se deduc din identitatea trigonometrica:
cos (P6) - cos @d) = %[cos  + g0 + cosp — q)]
Dezvoltarea in serie de polinoame Cebasev a unei functii definite pe |- 1, 1] este:
f(x) = i aPTp(x) R
p=0

unde:

2 £(x)T, (%)
a, = o I —1 . - dx,
a, = i J- £(x)

Ny

si se obtine din dezvoltarea 1n serie Fourier a functiei:

=]

f(cosb) = Zap - cospO.



2 n
a_ = — - J. f(cosB) - cospbds,
n 0

1 e
a, = = [ £(cose)de.
II

O functie generatoare a polinoamelor Cebasev este:
1-tx

m=l+t'T1(X)+tz'T2(x)+K

Polinomul Cebasev monic de gradul n (avand coeficientul puterii maxime 1) T, (x)
se obtine din polinomul Cebasev corespunzator prin Impartire cu 2°*

() = =)

Relatia de recurentd pentru polinoame Cebasev monice se deduce din relatia
corespunzatoare polinoamelor Cebasev obisnuite:

. . 1 .
Tp+1(x) - X - Tp(x) + Z -Tp_l(x) =0.

Polinoamele Cebasev monice au aceleasi zerouri si aceleasi puncte In care prezinta
extreme ca si polinoamele Cebasev corespunzitoare. Valorile extremelor sunt Tnsa
diferite si anume:

_1yP
T~(xp)=21_‘7_)1cuxpzcosE si p=0:n-
n

n
Dintre polinoamele monice de ordin n definite pe [-1,1], polinomul monic Cebasev
are norma aproximarii uniforme minima §i:

2,,1_ - xre:taicl]‘ T, (x)‘ < rettaft | Pn(x)| Ve, e II,

Presupunand ca ar exista un polinom B, e II cu proprietatea:

max P (x) <

xe[-11] * 2n-1’

atunci polinomul:

Q=1T -P, €Il _,.

ar prezenta in punctele: x, = cos pn, p = 0 : n, n alternante de semn, adica ar

avea n zerouri pe [-1,1]ceeace este imposibil fiind un polinom de grad n-1.
Teorema ne permite sd gisim abscisele x,, x,, K, x, din [-1,1] care
minimizeaza eroarea interpolarii Lagrange
f(n+1)(e) f(n+1)(e)

f(x)=P_(x)+(x — x,)K (x — x_)———=P (x+R_ ,(xX) - ——— .

g ° m+ 1) " i (n+ 1)
Restul interpolarii  este minimizat in  sensul aproximadrii uniforme pentru:
R’ T, .., adica pentru punctele:

n+l1 n



2k + 1
X, = cos —— - o,
2n + 2

si In acest caz avem majorarea:

1
f - < - - . f(n+1)
xren[?fl]‘ (x) (%) ‘ 2° . (n + 1)! xlen[é—lfll (x)>

Intervalul de interpolare poate fi extins la [a,b] cu schimbarea de variabila:
b-a % + b+ a

t =

Determinarea polinomului minimax al unei functii date

Se face mai intai o schimbare liniard de variabila pentru a se trece n domeniul [-1,1]:
2 . b+a

b-a b-a

Vom considera in cele ce urmeaza ca functiile sunt definite pe [-1,1]1n variabila x.

In cazul particular in care functia £ este un polinom de grad n+1:

x=a-t+p =

+1
f(x) = a,,, -x""" +a, - x" +K + a,,

n

cel mai bun polinom de aproximare uniforma de ordin n este:

* an+1
pP.(x) = £(x) - o T, .1(x)

o R a . :
Intr-adevar £(x) — p.(x) = ;‘:1 - T_,,(x) satisface teorema de caracterizare,

R 1 1 R
prezentand n+2 alternante: 2—n , — 2—n , K, in punctele:

kn
n+1

k=0 : n+1.

X, = cos

In cazul general, in care £ este o functie continua oarecare, o aproximare a polinomului
minimax se determind pornind de la dezvoltarea in serie de polinoame Cebéasev a
functiei:

£(x) — pa(x) = Y. c, - T,(x) + ¢, T, (x) + D, T (x)
p=0 p=n+2

Daca dezvoltarea 1n serie a lui £ este rapid convergenta:

i c, - Tp(x)zO,

p=n+2

atunci, daca se ia pentru polinomul minimax dezvoltarea limitata:
pa(x) = D c, - T(x) = D> a, - xP .
p=0 p=0

se constatd ca diferenta £(x) — p.(x) prezintd proprietatea de oscilatie din teorema
de caracterizare

Dezvoltarea limitatd reprezintd o aproximatie a polinomului minimax Intrucat se
neglijeaza termenii de la rangul n+2 in sus.



Se pot obtine aproximatii mai bune ale polinomului minimax folosind algoritmii lui
Rémes.
In algoritmul 1 Remes, in locul rezolvarii sistemului:

dYa K+ E=fx) k=0:n+1,
k=0

cu necunoscutele a,, i = 0 : n $iE, obtinut din:
fx)-palx) = () 'E  k=0:n+1,

P;(xk) = zai : x].:.

k=0
se construiesc polinoamele de interpolare Lagrange:R_,,(x) si S,,,(x) ale functiilor
£(x)si (- D"

R,.,(x,) = £(x,) k=0:n+1,

Saunlxy) = (- 1),

cu care se face aproximarea in:

Pa(x) = R,,(x) - E-S,.,(x)

Valoarea E se determina impunand coeficientul puterii n+1 sa fie O:

Qn+1 T Tny1 T E *Spy1 T 0,
X
1
E = —o*f ,
sn+1
r
1 .
a, = r, - 2= .5, i=0:n.
S

Algoritmul 2 Rémés porneste de la polinomul astfel determinat si stabileste
valoarea extrema a functiei e(x); fie xM abscisa pentru care se atinge acest extrem.

[a, x, y] = Remesl(n, £, nrapel) este

/* Intrari:

/* n = gradul polinomului minimax

/* £ = functia aproximata prin polinomul minimax
/*nrapel = indicator al primului apel al procedurii
/* in care se initializeaza tabelele x si y.
/* Apelurile urmatoare facute din Remes2

/* modificd o singurda componentd din x si y

/* Iesiri:

/* a = tabel coeficienti polinom minimax

/* x= abscisele punctelor de oscilatie

/* y = ordonatele punctelor de oscilatie

{ daca nrapel = 0 atunci

pentru k < 0 : n+l
{x(k) « cos (k*pi/(n+l))
y(k) « £(x(k))
dacd k este impar atunci z (k) <« -1



altfel z(k) « 1
}

calcul coeficienti r polinom Lagrange in (x, y)
calcul coeficienti s polinom Lagrange in (x, z)
E « r(n+l) / s(n+l)

pentru k < 0 : n

a(k) « r(k) - E*s(k)
}

Dacd xM este unul din puncte, determinarea polinomului minimax s-a incheiat, in
caz contrar se incadreaza intre doud puncte consecutive: x, < xM < x_,, atuncise

inlocuieste secventa de puncte:

Xy, X,, K, Xo_1s Xy, X K, =x,,,, prn

p+1/
X0, %X, K, x4, xM, x_,,, K, x_,,, daca e(xp)- e(xM) > 0,
X0, %, K, x_,, x,, xM, K, x_,,, dacd e(xM) - e(x_,,) > 0.

si se reiau pasii pentru noul ansamblu de puncte.

[a, x, Y] = Remes2(n, f) este
/* Intrari:n = gradul polinomului minimax
/* f = functia aproximatd prin polinomul minimax

/* Iesiri:
/* a = tabelul coeficientilor polinomului minimax
/* X abscisele punctelor de oscilatie
/* y = ordonatele punctelor de oscilatie
{ nrapel <« O
executd Remesl(n, £, a, x, y, nrapel)
repeta
cdutare xm a.i |f(xm)-pn(xm)| sa fie maxim
dacd xm nu se afla printre abscisele x atunci
{ incadreaza x(p) < xm < x(p+1)
daca (y(p)-pn(x(p)))* (£(xm)-pn(xm)) > 0 atunci
{ x(p) < zm

y(p) < ym
}
altfel
{ x(p+1l) <« =xm
y(ptl) < ym
}
nrapel < nrapel + 1
executa Remesl(n, £, a, x, y, nrapel)

}

pinad cand xm coincide cu una din abscisele x



Economizare Cebasev.

Polinoamele Cebasev se pot folosi pentru a reduce gradul polinomului de aproximare,
cu o pierdere minima de precizie.
De obicei functiile se aproximeaza prin polinoame Taylor:

(

2
(x = %) X~ ) _2'x°) f'(x,) + K +

Bx) = £(xp) + o £(x,) + & = %)

o £,

cu restul aproximarii:

gm+D) )

f(x) — P =
(x) n (%) (n + 1)!

(x _ xc')n+1

Polinoamele Taylor sunt exacte in vecindtatea lui x,, dar precizia lor scade rapid pe
masurd ce x se indeparteaza de x,.

Intrucat polinoamele Cebasev prezintd un minim al normei aproximarii uniforme, ele
pot fi folosite pentru reducerea gradului polinomului Taylor fard a depasi toleranta
impusa erorii

In acest scop, In polinomul Taylor B, se inlocuieste puterea cea mai mare x" cu O
combinatie de polinoame CebAsev si se neglijeazd termenul continind pe T (x),
comitind prin aceasta o eroare care se majoreaza prin:

a, T .(x) < a,.

n

De exemplu pentru functia £(x) = e*, pentru care se admite o tolerantd a erorii Emax =

0.05, polinomul Taylor de grad 4 pentru o dezvoltare in vecinatatea lui O este:

2 3 4
X X

Py(x) = 1+ x+ — + — + 2
2 6 24
Majorarea erorii este:

f(5) 0) - 5
£x) - Pyx) < — O X € L 5.023<0.05
5! 120

Pentru a reduce gradul polinomului de aproximare, inlocuim puterea cea mai mare x*
cu o combinatie de polinoame Cebasev:

P,(x) = 1+x+2+3+1|:T(x)+1T(x)+1T(x)i| =

et 2 6 24|° 27 g B
2 3

1 1 1

Sl R b 2% - 1)+ —— Ty(x) =
2 6 64 48 192

191 13, x° 1

— + X+ — - x" + — + — - T, (x)

192 24 6 192

Prin reducerea termenului in T,(x) se comite o eroare majorata de:
1

1
— . T,(x) < —— ~ 0.005
192 192

Eroarea cumulata:

1
Ry(%) + ~ + T(x) < 0.023 + 0.005 = 0.028 < E,,,= 0.05

nu depaseste toleranta admisa.



