Interpolare cu functii spline

Curbele pot fi reprezentate in plan prin:

ecuatii explicite: De exemplu y=V (r?-x?) si y=-V (z?-x?)

reprezintd un cerc cu centrul in origine, de raza r

o ecuatii implicite: x*+y*=r?

*  ecuatii parametrice. x (t)=r cos t Si y(t)=r sin t
Reprezentarea prin ecuatii explicite, de forma y=£ (x) si nici ecuatiile implicite nu
asigura reprezentarea curbelor avand mai multe valori intr-un punct (nu sunt functii).
f (p) =£ (x,y) =0 nu trateaza corect tangentele verticale la curba.
Formaa parametrica:

X = x(t)
PE) = {y = y(t)

» este mult mai flexibila

e permite reprezentarea de curbe care nu sunt functii (au mai multe valori intr-un
punct)

» este independenta de coordonate

Specificarea unei curbe se face prin:
» puncte de control — multime de puncte care influienteaza forma curbei
* noduri — puncte de control care se afla pe curba

Un spline este o curba parametrica definita prin puncte de control.
* Unspline este o functie s: [a, b)— R, definitd local pe mai multe intervale
prin P;:[t;, tiy1) = R,CUa=ty, < t; <...< ty.1 =b

S(t) =Po(t) ’ to <t < t]_
S(t) =P1(t) ’ t]_ <t < tz
S(t)=Px2(t), tro £ t < ty

* Functiile p; (t) sunt de regula polinoame de grad 3

* Nodurile t; se aleg deobicei echidistante, definind un spline uniform

» Daca in vecinatatea nodurilor t;, Sec*, atunci spline-ul are netezimea C**.
(adicé spline-urile p;_; si P; au aceleasi derivate de ordin 0 pana la ;)

» Splineul de grad 0 este splineul treapta, cel de ordin 1 este spline liniar Si
coincide cu poligonul punctelor de control.

« Un spline utilizat — spline-ul cubic natural are gradul 3 si continuitatea c2. Tn
plus, la capete: s”(a)= s”(b) = 0.

« Splineurile de grad n utilizate Tn analiza numerica au continuitatea s (t) ec**
[a,b]

» Splineurile utilizate Tn Adobe si PostScript au continuitatea s (t) e Cc'[a,b]

» Pentru asigurarea continuitatii ¢2, functiile spline trebuie sa aiba cel putin gradul 3

» Functiile spline pot fi:

functii spline de interpolare — care trec prin toate punctele de control

functii spline de aproximare — care nu trec prin toate punctele de control
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Functii spline de interpolare in clasa c.

Vom alege polinoame de interpolare de grad mic, valabile pe subintervale

Xo < X; < .. < X,
£(x0) ,£(x1),..., £(x,)

si vom considera functii de interpolare liniare, locale pe subintervalele
[%0,%1], [%1,%2] ,..; [®n-1,%n]

pi(x)=a;x+b;, i=0:n-1

in care cei 2n parametri se determind din conditiile de interpolare:
Pi(x;)=£f(x;), i=0:n-1

Pn-1 (%Xq) =£ (%,)

si a conditiilor de racordare (continuitate in punctele interioare):

Pi (Xi41) =Pi+1 (Xiv1) , i=0:n-2

Interpolarea liniara prezinta dezavantajul discontinuitatii derivatelor in punctele
interioare.

a. = f(xi+1)_f(xi), i=0:n-1

i

b. = Xiy - f(xi) . f(xi+1)

i

Prin alegerea unor functii de interpolare de gradul 3 se poate realiza o interpolare
Hermite, care presupune si fixarea valorii derivatelor pe suportul interpolarii:

£’ (xo) rf, (xl) I"'lf, (xn)

O functie spline cubica se exprima sub forma:



S; (x)=a;+b; (x-xi) +c; (x-xi) %+d; (x-xi) 3
sau parametric
S; (t)=a;+b;h;t+c;h;2t%+d;h;3t3, te[0,1]

in care s-a notat h;=x;.;-x; $i s-a efectuat schimbarea de variabila:

£ = X—-X;,  X-X
X, - X, h.

i+l i i

Baza Bernstein : (1 —t)°, 3t@ - t)*, 38°(1 - t), t° cu t €[0,1]
reduce volumul de calcule necesar determinarii coeficientilor.

s(t)=al(1-t )P+3vit(1-t )2+3cit?(1-t )+ d,t?

Avem 2n+2 conditii de interpolare de tip Hermite:

s; (x;)=£ (x;)
s’;(x:)=f’ (x;), i=0:n

si 2n-2 conditii de racordare (continuitate si derivabilitate in punctele interioare):

S; (Xi41) =Sis1 (Xi41)
s’;(Xi41)=8' 141 (X341) , 1=0:n-2

al = £(x,) b = £x,) + o £x,)

i

si(t) = Yi(l - t)3 + (3Yi + hiy,i)t(l - t)2 + (3Yi+1 - hy,i+1)t2(1 - t) + Yi+1t3

Eroarea interpolarii pentru functiile spline in clasa c* este:

h,.
d = f(xi+1) c,i = f(xi+1) - 31 fl(xi+1)

E(x) _ (x - xo)2 (x - Xn)z X f(2n+2)(g)

(2n + 2)
E(x) = (x — x0)24(!x - xl)2 f(4)(§) _ t?(1 - 1:2):h4f(4)(§)
E(x) < (172720 /2:)2h4f(4)(§) _ b;;}:

Functii spline de interpolare in clasa C.
Consideram numai n+1 conditii de interpolare de tip Lagrange:

s; (x;)=f (x;), i=0:n-1
Sp-1 (xn) =f (xn)

rezulta:

a;=f (x;), i=0:n-1

2 3 =
an—l + bn—lhn—l + cn—lhn—l + dn—lhn—l = f(xn) = an



Dispunem de mai multe grade de libertate pentru conditiile de racordare: continuitatea
valorilor si a derivatelor de ordinul 1 si 2 in punctele interioare

si(xi+1) = Si+1(xi+1)

a;,, = a; + b;h; + ¢;h! + d;h} i=0:n-2

n

= 2 3
a = an—l + bn—lhn—l + cn—lhn—l + dn—lhn—l

s;(x) = b, + 2ci(x - xi) + 3di(x - xi)2

!

si(xi+1) = s’i+1(xi+1) i=0:n-2

b,,, = b, + 2c,h, + 3d,h?

i+l

pe care o prelungim cu i=0:n-1, introducand notatia

2
hn—l

b, =b + 2c__;h

n n-1 n-1""n-1

s'i’(x) = 2c, + 6di(x - xi)

+ 3d

n-1
" _oar

si(xi+1) - Si+1(xi+1)

Ci.p = ©; + 3d;h;

cn = cn—l + 3d‘n—lhn—l

s-au obtinut astfel 4n-2 relatii, mai putem impune 2 conditii suplimentare
Sg(xo) =0, SZ-1(xn) =0

care definesc functiile spline naturale

So(x,) = £lx,)  SLL(x,) = £(x,)

pentru functii spline tensionate.

a.=f(xi), i=0:n-1

i

di = M, 1 = o :n — 1

3h,

a, —a,_, c,, + 2c;

b, = io1r i=1:n-1

h, , 3
h1—1 c;, + 2. (hi—l +h ) c; + hi Ciy1 < & (ai;ll al) B . (al - al_l)

i i-1

st(x,) = 2¢c, + 6d,(x, — %x,) = 0 = ¢, = 0

s’ (x,)=2c,,+6d,_h , =2c, =0=>c, =0
h, 0 0 0 C, g,
h, 2(h, + h,) h, 0 c, g,
hn—2 2(hn—2 + hn—l) hn—l cn—l gn—l
0 o n-1 cn gn



9o 3(a2 - al) _ 3(31 - aO)
9. h, h,
g.“ B 3(an - an—l) _ 3(an—l - aﬂ—2)
n-1
hn—l hn—2
9x 0

a, — 3,
h

2h,c, + hy,c, = 3£/(x,) -

0

s:x—l(xn) =b,; +2,_;h,_, + 3dn—1hfx—1 = b, = f,(xn)
bn = f’(xn) = bn—l + 2cn—lh'n—l + (cn - cn—l)h'n—l =
- h
an hn_?n_l - 113—1 (2cn—1 + cn) + hn—lcn—l + hn—lcn'
3
hn—lcn—l + 2hn—lcn = 3f'(xn) - h (an - an—l)
n-1
2h, h, 0 0 Co 9o
h, 2(h, +h,) h, 0 c, g,
hn—2 2(hn—2 + hn—l) hn—l cn—l gn—l
O hn—l 2hn—1 cn gn
[ 3(a, - a,) 3£'(x,) |
h, °
9o 3(a2 - al) _ 3(a1 - ao)
9. h, h,
gn—l B 3(an - an—l) _ .3(an—l an—Z)
g hn—l hn—2
3f!(xn) _ 3(an - an—l)
L h, ., J

Functii spline de aproximare Hermite

Spline-ul Hermite este un spline cubic, deci dispune de 4 grade de libertate:

+ p(t)= at’+bt®+ct +d
* p’ (t)=3at’+2bt+c

Vom impune ca restrictii valorile la capete si valorile derivatelor la capete



r=1
L . a2
P,
.. P
Definim vectorul de control: q = o
1
P>
P (0) =d a=2p1—2p2+p1’ +p2’
p (1) =a+b+c+d b=-3p;+3p>-2p;’ -p2’
P’ (0)=c = c=p:’
p’ (1)=3a+2b d=p;
a
b
p(t)=at3+bt2+ct+d=[t3 t? tl]'c
d
2 2 1 1 P,
-3 3 -2 -1
p(t)=[t3 t2t1]- P2=tT.M.q

p(t)=[2t3—3t2+1 -2t +3t% P -2t + t t3_t2].

Tn graficul functiei componentele vectorului de control apar ponderate cu functiile de
imbinare (blending functions):






Functii spline Bézier
Déandu-se doua puncte P, Si Py, orice punct de pe segmentul PP, reprezintd o curba
Bézier liniara,definita prin:
B1(Po,P1,t)=(1-t)Po+tP;, te[0,1]

Curba Bézier patratica, determinata de punctele Posi P, ca puncte de interpolare si P, ca
punct de aproximare se poate calcula, pentru fiecare t prin 3 interpolari liniare:

Pa=B1 (PO ’ P1 ’ t)

P,=B; (P, P2, t)

B2(P0/P11P2rt)=B1(Palert)=B1 (Bl (POIpllt) 14 Bl(PerZIt) It)

B2 (Po, Py, Py, t)=B;[ (1-t) Po+tP;, (1-t)P1+tP;]

By (Po,P1,Py,t)=(1-t) [ (1-t) Po+tP,]+t[ (1-t) P1+tP;]
B,(Po,P1,Py,t)=(1-t)?Po+2t (1-t) P1+t°P,, te[0,1]

Fonturile TrueType folosesc curbe Bézier patratice.

Patru puncte in plan sau spatiu definesc o curba Bézier cubica. Aceasta pleaca din P,
ajunge n P5 Si nu trece prin P, Si P,. Acestea dau informatii numai asupra directiei

P P,

1 e

PII

Curba Bézier cubicéa are forma parametrica:
B(t)= Po(1-t)3+3P;t(1-t)2%43P,t?(1-t)+ Pst3, te[0,1]
Postscript si GIMP folosesc pentru reprezentarea literelor curbe Bézier cubice.

Polinoame Bernstein.

Sunt generate din dezvoltarea polinomului [t+(1-t) 1"

B} (t) = (Z]ti(l ) i i=0:n

Proprietatile polinoamelor Bernstein:

« Nenegativitatea Bf >0, te(01]

 Simetria BI(t) = BL ,(1 - t)
e Maximunic t=i/n 1n [0,1]

» Formula de recurenta BM(t) = (1 - t) - BYM(t) + £ - BYH(e), i=0:



|
o

- - nB]™* i=
 Derivare iB’i‘(t) = {n(B23(t) - BI () 0 < i <
nB; 7 (t) i

.
=]

Curba Bézier de grad n este definita pentru n+1 puncte: ,, P;,...,P,prin:

n
1

n

B(t) i (j P,(1 - t)" 't = p(1-¢t) + [

5) - 3 eb,0), ¢ e o)

b, . (t) = [j t'l-t)"*, i=0:n

Se numesc polinoame Bernstein.
» Punctele p; se numesc puncte de control ale curbei Bézier, iar poligonul
PoP;. . . P, Se numeste poligon Bézier. Poligonul Bézier contine in interiorul lui
curba Bézier
Proprietati ale curbelor Bézier:
» proprietatea punctelor de capat — curba incepe in p, Si se termind in p,,
» curba Bézier este lineara numai daca punctele de control sunt coliniare
» curba Bézier este tangenta segmentelor p,P; Si P,_;P,.
» 0 curba Bézier este continutd complet in infasuratoarea convexa a punctelor de
control.
» O curba Bézier poate fi separata in alte doua curbe Bézier.
» Transformarile afine (translatia si rotatia) aplicatd punctelor de control are acelasi
efect cu aplicarea transformarii afine asupra curbei

]Pl(l -t 't + ...+ Bt t e [01]

, I

Curbele Bézier modeleaza curbele netede Tn grafica pe calculator. Cele mai folosite sunt
curbele Bézier patratice si cubice. Acestea sunt folosite ca splineuri Bézier pentru a
aproxima alte functii

Algoritmul De Casteljau.

Determina un punct de pe curba Bézier. Un mod direct il constituie aplicarea relatiei
pentru t si punctele de control date

B(t) = gpibm(t)



unde b;, este baza polinoamelor Bernstein.
Metoda nu este stabila numeric, datorita erorilor in evaluarea polinoamelor Bernstein.
Pentru calcul se utilizeaza relatia de recurenta
B(io)=pil i=0:n
BY = U - t) + B, i=0:m-3 j=1:n
CU B (to) =Bo ™
Fie %, i=0:n poligonul punctelor de control p°; si P°,; doud puncte succesive si P*; un
punct care Tmparte segmentul p°;P°,; nraportul £/ (1-t):
P'i=P%+t (P°41-P%) = (1-t) P’ +tP%,y

» Se formeaza in acest fel poligonul p*;, i=0:n-1.

» Se aplica algoritmul noului poligon acelasi algoritm obtinandu-se poligonul
P?;,i=0:n-2. Repetand procesul de n ori se obtine un singur punct p*,. Acest
punct este punctul cerut

Algoritmul De Casteljau.

L] capply 1— u
\ 140 ) : app'l]r i
01" ™20
T T .
02 " Tth-no

T /\

o{n—2) :‘k -

1{m—2) —
Dlr.t—l}-..‘h 2{“—2},
i(n—-1)

Calculul poate fi exprimat recursiv prin relatia:

P;I=(1-t) P;_;3+tP; 7", i=1 : n, j=0:n-i

si implementat ineficient prin:

10



function b=Castrec(P, u, i, j)
if i==
b=P(1,3);
else
b=(1-u)*Castrec(P,u,i-1,j)+u*Castrec(P,u,i-1,3j+1);
Ineficienta provine din apelurile recursive repetate. Acestea pot fi evitate urmarind
schema de calcul pentru puncte de control succesive.

Spline-urile Bézier folosesc in locul derivatelor doua puncte suplimentare de control.
Punctele de control suplimentare determina derivatele, si asigura un control mai eficient

decat cel prin derivate

&

"suppore’”

£=20 "chord’™ e
53 r=171
Bezier
Specificatiorn 7

Derivatele la capete (n p; Si ps)se exprima se exprima folosind celelalte doua puncte de
control prin:

p1’ =3 (p2-pP1)
P:’ =3 (pPs—P3)

Putem face trecerea intre vectorii de control Hermite si Bézier:

11



P 0 P:

P2 | 1 . | P

Vp, -3 0 O Ps

Vp, 0o 0 -3 3 P.

[ —

GHemite GB eeeee

[a 2 -2 1 1 1 0 0] [p,
b -3 3 -2 -1 |0 0 1| |p,
c|l o o 1 ol [3-3 0 o |p,
d 1 0 0 O 0 0o -3 3| |p,
) M G

a -1 3 31 P:
b 3 -6 ol |p,
el [-3 3 o o |p,
d 1 0 0 0| |p,

Mpezier G

Functiile de imbinare pentru spline-ul Bézier sunt polinoamele Bernstein B*;, i=0:3

T

Bezier

(1—t)3 P:

3t(1 — t)? P
e) = [0~
t’(1 - t) Ps

t? P,

Polinoamele Bernstein au proprietatile:
* sunt pozitive in [0,1]
e ausumaegaldcul
» curba este o combinatie convexa a punctelor de control

Splineurile Bezier se obtin prin jonctiunea de curbe Bezier.
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2 P3

Continuitate c°: P, = Q

Continuitate c* P'y = Q' P, - P33 =Q - Q
Continuitate c? P", = Q" P,-2P3+P; = Q;-20Q,+Q3
Din cele 3 conditii rezulta:

Q: = Py

Q, = 2Py — P3
Q3 = P2 - 4P3 + 4P4
Cu alte cuvinte pentru cel de-al doilea spline avem un singur grad de libertate.

pline B

Curbele Bezier nu asigura un control BI Qfectiv, in sensul cad modificarea punctelor de
control afecteaza in mod global forma curbei

Calculul curbelor Bezier este ineficient.

Splineurile B asigura un control local mai bun decét splineurile Bezier.

Splineurile B sunt de forma:

-1 3 31 P.
3 -6 3 0| |p,
_ 2 3 L= .
T
1 10 P.

splineB Gaplinen

p(t)=%-[(t—1)3 3_6t+4t> —3+3t+3t2+t> £

Proprietatile splineurilor B:
1. control local mai bun — fiecare punct de control are efect local
2. continuitate — curba de grad n este ¢** continua
3. aproximare — un spline B nu trece prin nici un punct de control
4. curba este continutd in poligonul P,P,. . . P,

13



Se pot defini functii spline B de ordin superior:
t-t; i — €
N.(t)= — + N. t)+ —————
1k( ) ti+k_l _ ti Lk—l( ) t _ t

® 1 t, <t<t,,
N.. () =
i 0 in caz contrar

' Ni+1,k—1(t)

i+k i+l

NURBS (Spline B Rationale NeUniforme).

Se definesc prin relatiile:
Rk(t) — nwka,d+1(t)

2 ijj,d+1(t)
3=0

Tn care:

Ny, q — este baza functiilor B spline

w,. — sunt ponderi (Au parametric de forma)

Proprietati:
1. interpoleaza la capete
2. asigura reprezentari exacte curbelor canonice (cerc, elipsa)
3. sunt invariante la proiectia perspectiva
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