INTEGRAREA ECUATIILOR DIFERENTIALE CU CONDITII INITIALE
1. Metode cu pasi separati
Formularea problemei

Consideram date:
-intervalul inchis I = |x,, %, + a|] c R,

- functia continua f: IXxR = R, (x, y) - f(x, y),
- ecuatia diferentiald P : y' = £(x,y),
Problema diferentiala de ordinul 1 consta in determinarea functiei derivabile
y : I > R, x—)y(x),

cu proprietatea cipentru V. x € I avem y'(x) = f(x, y(x)).
Pentru un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul 1 se cunosc functiile continue
f; : I x R"SR", (%,¥1,-+--,¥a)>>(21,22,...,2,), j=1:n.
si ecuatiile diferentiale

vi = & vi, K, v.),

¥, = £(* v, K, v.),

vo = £.(x v, K, v,).
si intereseaza determinarea functiilor derivabile

y; : I > R", X - yj(x),
astfel incét y'j(x) = fj(x, v.(x), K, yn(x)), j=1:n.
Integrarea unui sistem de ecuatii diferentiale de ordinul p
v¥ = gl v, K, v, vi, K, vh, v¥ K &), 3 = 1 n,
scris 1n notatie vectoriald simplificata sub forma

y(p) - f(x, v, v, K Y(P—l))’
cw £ :Ix®RF >R,
(sauf : I x (R*)P — R"),

presupune determinarea functiilor derivabile

y; : I > R", x > yi(x) (sau y : x - y (x)) Sistemul de ecuatii
diferentiale de ordin p poate fi redus folosind substitutiile de mai jos:

Y = Vi,

y = Vs,

y(p—l) = v,-

la sistemul de ecuatii diferentiale de ordin 1

’
Vi = Vy,
! —
Va = V3,
oo
’
v, = f(x, v, vy, Ky vp)-

Existenta solutiilor ecuatiilor diferentiale si sistemelor de ecuatii diferentiale este conditionatd de o

= e

suficientd “netezime” a functiilor £. Pentru unicitatea solutiilor, i prin urmare pentru o buna



formulare a problemei de integrare numerica, se impun conditii suplimentare, cum sunt conditiile
initiale, finale, etc.

Pl :y = f(x, y), impunand conditia initiala
P2 : y(x,) = A,cur e R,dat.
Vom presupune in mod constant in cele ce urmeaza ca functiile £ satisfac o conditie Lipschitz
VxeI Vu veR" 3L >0, astfelincat
| f(x, u)—f(x, v)|< L-| u-—-v |.
Conditia Lipschitz asigura existenta si unicitatea solutiei problemei Cauchy.

Problema diferentiald cu conditii initiale este echivalentd cu determinarea unei functii y continue pe
I, cu proprietatea ca

yx) = 2+ [£ (& yt)dt.
x0

echivalenta cunoscuta si sub numele de metoda constructiva Picard
Metoda nu este aplicabild analitic, deoarece ¥ nu admite in general primitive. De cele mai multe ori
solutia analiticd nu este exprimabila prin functii elementare, sau este foarte greu de gasit si de aceea se
apeleaza la tehnici de integrare numerica ce ofera valori aproximative ale solutiei Intr-o diviziu ne a lui
I. Cateva dintre cele mai importante metode numerice sunt prezentate in continuare.

Metoda lui Euler

Se imparte intervalul I = |x,, x, + a] in N intervale echidistante de lungime

prin punctele de abscise
. ., a
X; = X,+i-h=x,+1-—,

1

$i se aproximeaza solutia y(x;) ~ Y; , in care

Y, = A,
Y, =Y +h-£f(x,,y,))i=0:N-1.

function y = Euler(x0, a, n, £, yO0)
/* Intrari:
/*x0=capdtul stdng al intervalului de integrare

/* a = lungimea intervalului
/* n = numdrul de puncte
/* y0O = conditia initiala
/* £ = functia de integrat y'=f(x,y)
/*Iesiri:
/* y = vectorul aproximatiilor solutiei
y = zeros(n+l, 1);
y(1) = y0;
h= a/n

for 1 = 2 : n+l

x = x0 + i*h

y(i) =y(i-1) +h*f(x, y(i-1))
end




Consistenta, stabilitate, convergenta

O metoda cu pasi separati determind aproximatia solutiei In pasul urmator ¥;,;, folosind numai
informatia din pasul curent i

Y, = A,
Y., =Y +h-£(x,,Y,) i=01,K
Eroarea intr-un pas (in x;) se defineste ca

e; = ylx) - v,

iar eroarea globala

Ey = max |ei
i=0: N

O metoda cu pasi separati este consistenta daca

lim fh(x, y) = f(x, y).

h—0

Stabilitatea unei metode cu pasi separati impune ca variatia conditiilor initiale sa nu produca variatii
mari in rezultate.
Fie problema diferentiald cu conditii initiale

y = f(x,y)  v(x,) = A,
problema diferentiala perturbata

z = f(x,z) + 8(x), z(xo) =y, + &,
si metodele cu pasi separati corespunzatoare

Yis1 = y; +h f(xi' Yi)’
Z;in z; + h- |.fh(xi’ Yi) + eiNJ~

Metoda cu pasi separati este stabila daca

Viim | e,
N—oo

= 0, 3K,;,K, > 0 astfel incat

< K- |Yo - zo| + K, - ;"La_’:J €in
s1s

max | Vi — 2z
0<i<N * *

[ustratdm notiunea de stabilitate a metodei pe problema simpla
v(0) = yo.
v (%) = -2 - y(x), A > 0.
avand solutia
y(x) = y, - ™.
Metoda Euler furnizeaza aproximatia
Y, = (1 - ha)y,,

Deoarece lim y(t) = O estenecesarca lim ¥, = 0,
t—>o n—o

care ne conduce la

|1—hA|<1:>o<h<3.
A

adica metoda Euler este conditional stabild, aceasta furnizeaza rezultate corecte numai daca se alege
pasul % suficient de mic. Conditia de mai sus defineste A-stabilitatea metodei.



Pentru stabilirea convergentei metodei Euler se scade din dezvoltarea in serie Taylor:

vloi) = vle) + heles ve) + 2 v

cul; € [xi, Xinalsi|y” (&) £ M

relatia lui Euler: y;41 = yi + h.£(x;, yi)

ei1 = e + h[f(x;, y(x:))-£(x:, yi)]+ h%/2.|y” (&) |
|eisi| € |ei|+ h|[£(x:, y(x:))-£(x:, yi)]|+ h?/2.M
|eiv1| < |ei|+ h.L.|ei|+ h®*/2.M < (1+hL) |e;|+ h%*/2.M

|e1| < h2/2.M
|e2| < (1+hL) |e;| + h®/2.M < [(1+hL)+1].h%/2.M
|es| < (1+hL) |ez| + h?/2.M < [(1+hL)?+(1+hL)+1].h*/2.M
|ea| < [1+(1+hL)+( 1+hL)?+...+(1+hL)"'].h%/2.M
1+ hL)® -1 h’M 1+ hL) -1
o [ @*BLS -1 M _ @emy -1
hL 2 2L
1+hL < e™ = (1+hL)® < e™ = g0t
hM
len | < o= - [ebe=) — 4] = e, = O(h)
2L

Daci y (x) este solutia exacti si y» este aproximatia lui y (x) pentru h dat, atunci:
X-Xo = nh
limy; = y(x)

e
| v) - | < 22 - feb o -] = 1anf y(x) - 91 | = 0

n—o
Metode de tip Runge - Kutta
O metoda de tip Runge-Kutta este o metoda cu pasi separati, in care functia fh(x, y) se determina
astfel
e seimparte intervalul |x,, x,,,| inq subintervale cu abscisele

X;; = X;0uh, 0 < u; <1, u, =0,u;, =1.

Numarul subintervalelor q defineste rangul metodei.
e se calculeaza aproximatiile solutiei in punctele intermediare de forma

Yio = Yir
j—-1
Yi; = y; +h: z Ky - f(xill Yil)' j=1:a4q
1=0
Punctele intermediare x; s1 constantele Ky; se obtin din conditia ca in dezvoltarea Taylor a lui y;5
dupa puterile lui h, sé coincida cat mai multi termeni cu cei din dezvoltarea Taylor a solutiei exacte.

Metoda este de ordinul p, daca in cele doud dezvoltari termenii coincid pana la h? inclusiv.
Metoda Runge-Kutta de ordin 1 si rang 1 este de forma

{ YiO Yir
Yii = ¥ + h Ky - f(xior Yio)'
Dezvoltarea 1n serie Taylor a solutiei exacte este



h h?
y(xi+1) = Y(xi + h) = y; t FY; + 21 + K =y, + hf(xior Yio)+ K

Din identificare se obtine K;, = 1,care conduce la metoda lui Euler. Metoda nu este utilizata in mod

practic, deoarece eroarea intr-un pas, de ordinul h?, este important.
In metodele cu pasi separati de rang 2 si ordin 2 se ia

Xij =xi0+ujh, j=0:2, uO =0, ul E|_OI 1J, u2 =1
le = ylr
j-1
Yiy = ¥s + B ZKjl ) f(xil' Yil)r j=1, 2
1=0

Pentru j=1 avem
Yiin = ¥; + hKlof(xior YiO)'
Dezvoltarea Taylor a solutiei este
y(xil) = y(xio + ulh) =y, + yhy, + K =y, + yhf + K

Din identificare rezultd K,, = u,.
Pentru j=2 avem

Yio = ¥: + thof(xior Yio) + hK21f(xi1r Yil)'
in care £(x,,, y,,) se inlocuieste cu dezvoltarea in seric Taylor in vecindtatea punctului
(xior YiO)
of

of
f(xilr Yil) = f(xior Yio) + (xil - xio)aix + (Yil - Yio)g + K

of of
£(x,,, ¥:1) = £ + u,h — + K, 0hf, — + K,
ox oy
deci

of of
2 2
Yio = ¥; *+ (Kzo + K21)hfo + u1h Ko 6_x + h K21K1of 6_

Dar:
y' (x) =f(x,y)

¥'(x) = £x y) = 20 ¥) L O Y) oy e g
ox oy Y

" _ 2 2
y"(x) = £, +2f, - £+ £, - £ +£ - £ + £ -f

xy
Dezvoltarea exacta este

2 2
v(x;,) = y(x, + h) = yi+hy'i+h?y'i'+K =yi+hf+h7[a—f+fa—f}+K,

de unde rezulta

K, +K,; =1,

1
u,Ky, = Py
. . 1 1
Sistem care are solutia K,; = 1 — —, Ky, = —.
2u, 2u,

Relatiile Runge-Kutta, au in acest caz forma



Yio = ¥Ysi>
Yiin = ¥: + hulf(xior Yio)’

1 h
Yio = ¥; Tt h[l 3 ]f(xior Yio) + f(xill Yil)‘
u 2u

1 1

sau:

TR CEr Ry
Yina Y: 20 ) oo 2
K:=hf (x:,¥:)
K,=hf (Xi+ah, yi+0LK1)
Prezinta interes practic urmatoarele cazuri particulare in raport cu valoarea lui u, € [0, 1].
. . . 1 <
e metoda tangentei ameliorate, in care u,; = E Rezulta

X, = X;0 + uh = x; +E,

h
Yii = ¥: + E f(xi' Yi)’
Yivr = ¥ hf(xilr Yil)'
h h
Yis1 = Y; +h- f(xi + -,y + f(xi' Yi)j
2 2
e - metoda Euler-Cauchy, In care u; = 1

X, = %X; +h
Yiin = ¥: + hf(xi' Yi)

h
Yiqn = ¥ + E [f(xi' Yi) + f(xill Yil)]

h
Yie:n = ¥ + 2 [f(xi' Yi) + f(xi +hy; + hf(xi' Yi))]
e metoda Heun pentru u, = % care conduce la relatiile

2
X;; = X; + —h,

2
Yiin = ¥: + 3 hf(xnr Yil)’
h 3h
Yiva = ¥ + n f(xi' Yi) + 2 f(xilr Yil)'
Eroarea intr-un pas in metodele Runge-Kutta de ordin 2 este

h3 3 3 iy OF
e = ?(1 - Eul)y ) + o Wy (E)g-

In mod frecvent se utilizeaza o metoda de tip Runge-Kutta de ordin 4 de forma

K, =h- f(xi’ Yi)’

K,

h
h-f(xi+§,yi+—),



K h f( + h + sz
= ¢ X; —r Yi P E
3 i 2 y 2

K, = h- £(x, + h,y, +K,),
K, + 2K, + 2K, + K,

6

Yier = ¥: t

a carei implementare este.

function y = Runge_Kutta(a, b, n, y0, f)
% Intrari:
% a, b - intervalul de integrare

% n - numdrul de puncte

% y0 - conditia initiala

% f - functia y'=f(x,y)

% Iesiri:

% y - aproximarea solutiei in punctele xj
h = (b-a)/n;
y = zeros(n+l,1);
y(1) = y0;

for k =2 : n+l
X =a + i*h

Kl = h.f(x, y(i-1))

K2 = h.f(x + h/2, y(i-1) + K1/2)
K3 = h.f(x + h/2, y(i-1) + K2/2)
K4 = h.f(x + h, y(i-1) + K3)

y(k) = y(k-1)+ (K1+2.K2+2.K3+K4) /6

end

Pentru ca metoda Runge-Kutta
Yis1 = ¥: + h- ‘P(xir Yir h)

sd fie convergenta cdtre solutia y(t) a problemei diferentiale, atunci cind h — 0 este suficient ca ¢
sa verifice o conditie Lipschitz globala si

o(x, v,0) = £(x, y).
Verificarea A-stabilitatii pentru metoda Runge-Kutta de ordinul 4 conduce la

Kl = h- f(tn’ Yn) = _hAYn’

h K K hA
K, = hfft_ + —,y,  + —*| = -ha + 1| = —hay |1 - —
2 n 2 Yn 2) Yn 2) Yn( 2)

h K hA  h?a?
hf[tn + Z, Y, + —2] = —hAyn(l - 7 + ],

=
w
]

2

h’A? n’a’
K, = he(t, + h, y, + K,) = —hAyn[l - hA + ,

2 4

Prin inlocuire se obtine o ecuatie recurentd de forma
K, + K, + 2K, + K,
6

=yn|:1—hA+%(hA)2—%(hA)3+2_14(hA)4:| ’

Yn+1 = p4(hA) : Yn’

cu solutia

Yn+1 = Yn +




Yo & [P4(hA)]na

Intrucat

limy(t) = 0 = limy_ = 0,
n—o

t—oo
adica pasul de discretizare nu poate fi ales arbitrar

2.78

|ps(ha) <1 => 0 < h <

Efortul de calcul in metodele Runge-Kutta este legat, in principal, de evaluarea lui £. Metoda Runge-
Kutta de ordin 4 necesitad 4 evaluari intr-un pas, cu eroarea intr-un pas de ordinul O(h4)

Controlul erorii - metode adaptive cu pasi separati
O metoda ideala cu pasi separati
Y1 = Y F hifh(xi’ Yis hi)’

trebuie sd ne asigure pentru o tolerantd & datd, un numir minim de puncte intermediare, astfel Tncét
eroarea globala sa satisfaca urmatoarea conditie

< e.

E = max|y(xi) -V

0<i<n

Intrucat eroarea globald nu poate fi determinata, deoarece nu se cunoagte valoarea exacta y(xi ), vom

utiliza o estimare a erorii locale pe baza calculului solutiei cu doua metode de precizii diferite si vom
folosi aceasta estimare pentru ajustarea pasului h si prin aceasta pentru “controlul erorii”.
In metoda Euler

Yo = A,
Yis1 = Y + he f(xkl Yk)’

eroarea intr-un pas satisface ecuatia

€x+1 T Y(Xk+1)h_ Y(Xk) - f(xk' Y(xk))‘

In metoda Euler modificata

Yo = A,

Teer = T+ 5 (£ 72) + £xnn, T+ nEy, 7))
eroarea de trunchiere intr-un pas, in ipoteza y, = y(x,) = ¥, este
¥(®ii1) = Yeor = ¥(%eia) = v — hE(x,, v, ) =

¥(%ei1) — (%) - hE(x,, v,) = heg.y,

de unde obtinem estimarea

e ~ Y(xk+1) ~ Yke1 _ Y(xk+1) = Vi1 + Yis1 — Yis
k+1 h h h

— Yis1 — Y1
€1 B €,y t >

ek+1 ~

Aceasta estimare a erorii poate fi folositd pentru exprimarea pasului optimal care sa asigure o eroare
globald minima.



Fie doua metode cu pasi separati

cu erorile locale de trunchiere e, ,,

Tnainte avem

{ Yo = A,
Yi+1 = ¥ T hkfh(xk’ Yir hk)‘
{?o = A,
Yir1 = YVi + hkfh(xkr Yir hk) .

= O(h“) si respectiv e,,, = O(hn+1). Procedand ca mai

€1 Vi1 ; Yirr oy e ., = O(h") de unde
C.h" ~ Yis1 — Yk+1,
h
n n n n ? -y
ek+1(qh) ~ C- (qh) = qCh" =~ q %
Se alege q astfel incat
2 Yy
|ek+1(qh)| < g = k+lh o< e,
rezulta conditia
eh
q <o/
|Yk+1 - Yk|
Relatiile de calcul devin
N 6656 28561 9 2 .
Yirr = ¥x T 035 1 T 10825 ° " beaz0 ¢ 50 ° 55 °©
_ N 25 1408 2197 1
Yeer = Ye ¥ 51671 T 2565 ° 4104 ' 5 %
unde
K, = h- f(xk' Yk)’
K h f( + h + Kl)
= : X — B E)
2 x 4 Y« 4
3h 3K 9K
K, = h-flx +—,y, + 1+—2j,
3 ( kT g Y Ty, 32
[ 12h 1932K, 7200K, 7296K3]
K, = hf{x, + —,y, + - s
13 2197 2197 2197
K, = hf(xk Fhy, + 439K, K, 3680K; 845K4),
216 513 4104
h 8K, 3544K, 1859K, 11K,
Ke = hflx, +—,y — 2~ + - :
2 27 2565 4104 40

Metoda prezintd avantajul ca necesitd numai 6 evaludri ale functiei T intr-un pas in loc de 16 pentru

metodele conventionale de ordin 4 si 5.

Pornind cu un pas initial %, se determind y,,, i ¥,,,, care ne conduc la g, calculul repetandu-se

pentru pasul gh.



q=§/_€'h =o.84-4/_e'—h.
2|Yk+1 - Yk+1| |Yk+1 - Yk+1|

Metoda eliminad de asemeni variatiile mari ale pasului limitand q si h.

[n,x,y,O0K]=RK Fehlberg(a,b,¢,y0,hmin, hmax, f)
%Intrari: a, b - intervalul de integrare
%€ - toleranta impusd pentru eroare
%hmin, hmax - limitele de variatie ale pasului
%f - functia de integrat y'=f(x, y)
$Iesiri:
% OK - indicator de reusitd/esec al metodei
% n - numarul de puncte intermediare folosit
% x - tabloul punctelor intermediare
% y - aproximatia solutiei in punctele xyp

gmin = 0.1; gmax = 4;
t = a; u = yo0;
x(0) = t; y(0) = u;
h = hmax;
OK = true;
n= 0;
while t < b A OK
Kl = h*f(t, u);
K2 = h*f(t+1/4*h, u+l/4*Kl);

K3 = h*f(t+3/8*h, u+3/32*K1+9/32*K2) ;
K4 = h*f(t+12/13*h, u+1932/2197*K1 -7200/2197* K2 +7296/2197*K3) ;
K5 = h*f(t+h, u+439/216*K1-8*K2+3680/513*K3-845/4104*K4) ;
K6 = h*f(t+1/2*h, u-8/27*K1+2*K2 -3544/2565*K3+1859/4104*K4-11/40*K5) ;
e = abs(1/360*K1-128/4275*K3-2197/75240*K4+1/50*K5-2/55*K6 ) ;
qg=0.84.(¢ / e)*0.25;
if e < ¢
t = t+h;
u=mu+ 25/216*K1 + 1408/2565*K2 +2197/4104*K3 - 1/5*K5;
n = n+l;
x(n) = t;
y(n) =u;

end

if g < gmin
q = qmin;

if g > gmax
q = gmax;

h = g*h;

if h > hmax
h = hmax;

if h < hmin
OK = false;
end

Metode cu pasi legati.

Metodele cu pasi separati sunt utilizate frecvent datoritd simplitatii lor si faptului ca necesitd putine
informatii initiale. Ele prezinta totusi dezavantajul lipsei de precizie.

Spre deosebire de acestea, metodele cu pasi legati (sau metodele multipas) folosesc mai multe
informatii initiale, deci sunt mai precise.

10




{Y(xo) =

Y, = f(xr Y)'

in care f(x, y) satisface conditia Lipschitz globala

|f(x, u)—f(x, v)|SL |u—v

b

este echivalenta cu determinarea functiei
y(x) = A + j' £(t, y(t))dt.

Pentru a o aplica, vom presupune cunoscute valorile aproximative

Y ® Y(xk)' £ = f(xk' Yk)’
Yi-1 ® Y(xk—l)’ £, = f(xk—ll Yk—l)’

Yk—r ~ Y(xk—r)’ fk—r = f(xk—r' Yk—r)‘

Aplicand relatia pentru x, $i x,,,

y:) = A+ [ £le, y(t)) at,

A+ [ E(e y(t) at,

Y(xk )
rezulta

Y(xk+1) = Y(xk) + J:m f(t, y(t))dt.

Pentru calculul integralei vom utiliza polinomul de interpolare P (t) a lui £ dat sub forma celei de-a
treia formule de interpolare Newton-Gregory

[ 2 ey () ax= [ 3 (-9 (‘j“] Vg +
" r+1)
L:H £ (gk/ Y(Ek)) . (x

(z + 1) - x)K (x - x,_,) dx =

§ v cof )

3=0
ht+2 f(r+1) ,
(E y(gk))-j (u+1)K(u+r) du.
(r + 1)'
Integralele
if— u
cC, = (— 1)kj0( k Jdu,
.. . 1 5 3 251 . .
calculate cu metoda seriei generatoare au valorile 1, —, — , —, ——, K etc si duc la relatia
2 12 8 720

r
Y1 = Y t hz c;,Vf,
j=0

definind o metoda explicita, cunoscuta sub numele de metoda Adams-Bashforth.
In acelasi mod se obtine metoda implicita Adams-Moulton

11



Vi1 = Y t hz djijk+1'

j=0

Putem trece la o relatie de recurentd liniard mai generald, aplicabild atat pentru metode explicite cat si
implicite, de forma

r r
Y1 = z Yy T hz Bifi_s -
3=0 j=-1
O metoda explicitd are B_, = 0 in timp ce metodele implicite se caracterizeaza prin B_; # O.
Pentru determinarea coeficientilor a;, B; vom impune ca relatia s reprezinte solutia exacta pentru

polinoame de grad cat mai ridicat.

Astfel pentru
v(x) =1, y(x) =0,
v(x) = x,  y(x) =1,

y(x) = x*,  y'(x) = p-x".

se aleg punctele x, _,, K , x, echidistante cu h=1 si originea in x, _,. Se obtine sistemul

r
2 o =1,
3=0
r

Z“j(r_j)"'zpj =r,
3=0 j=0

no

r

Z otj(r - 3P + PZ ﬁj(r - 3Pt = P,

3=0
Determinarea celor 2r+2 (2r+3 in cazul metodelor implicite), coeficienti impune tot atitea relatii,
asadar formula va fi exactd pentru polinoame de grad <2r+1 (respectiv 2r+2 pentru metode
implicite) -

Metode explicite si implicite

Pentru r=2 , metoda Adams-Bashforth este
1 £ - £
Yeer = Y T h(fk + Ekaj =Y T h(fk + %),

adica
h
Yes1 = Y t E(3fk - fk—l)'

iar expresia erorii este in acest caz

5
€1 T E hzym( k)'

In mod asemanator se obtine
-pentru r=3

h
Yes1 = Y t E(Z3fk - 16f _, + 5fk—2)’

3
Py h3Y(4)( k);

]

- pentru r=4
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h
Yi+1 = Y 7t Z(Ska - 59f _, + 37§, - 9fk_3),

251 'y, );

e =
k1T 720
- pentru r=5
h
Y = ¥a + o (1901£, — 2774£,_, + 2616£,_, — 1274£,_, + 251%, ,)

95
€1 T 2_88 hSY(G)( k)‘

Metodele implicite Adams-Moulton corespunzatoare sunt

1
r=2 e, = —zh3y(4)( k);
h
=3 Yes1 = ¥ t Z(gfkﬂ + 19f - 5f _, + fk—2)’
19
€rv1 T _%h‘lY(S)(gk);

h
r=4 Y = Yi too (251f,,, + 646f, — 264f,_, + 106£,_, — 19f _,)

_ 3 15,0
160hY (k)

€1

Se mai folosesc de asemenea urmatoarele metode
e metoda explicita Milne

4h
Yi+1 = ¥Yi-3 + ?(ka - £, + 2fk—2)7
14
€ri1 = Eh4y(5)( k);

e -metoda implicita Simpson
h
Y1 = Vi1 t E(ka+1 + 4f + fk—l)’

1
€1 T _%h‘ly(s)( k)‘

Metode predictor - corector

Metodele implicite asigurd aproximatii mai bune ale solutiilor decat metodele explicite. De aceea ele
se folosesc pentru a creste precizia rezultatelor obtinute prin metode explicite.
Aplicarea unei metode implicite conduce la o ecuatie neliniard de forma

Yii1 = hclf(xk+1' Yk+1) + C,.

Rezolvarea ecuatiei neliniare se face de obicei prin metoda aproximatiilor succesive.

Metoda predictor-corector imbina aplicarea unei metode explicite cu una implicitd. Metoda explicita
calculeaza o predictie a solutiei, iar metoda implicitd - o corectie, facand o singurad iteratie, cu valoarea
de pornire, predictia oferitd de metoda explicita.

Astfel metoda explicitd Adams-Bashforth de ordinul 3 furnizeaza predictia

h
Y£p31 = Y t E[23 "f -16- £, +5- fk‘Z]’

iar formula implicitd Adams-Moulton de ordinul 2 corecteaza aceasta valoare
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e h
Y£+)1 = Y t E [5 . Y£p+)1 + 8-y, — Yk—l]'

Rezulta urmatorul algoritm

Function y Pred Cor(a, b, n, y0, f)

, b = intervalul de integrare

% Intrdri: a
% n = numarul de puncte
% y0= conditia initiala
f = functia de integrat y'=f(x,y)
% Iesiri: y = tabloul aproximatiilor solutiei

Runge_Kutta(a, b, n, y0, £, y)

h = (b-a) / n;

x0=a; x1l = a+h; x2 = a+2h;

yo = y(0); yl = y(1); y2 =y(2);

for i =3 : n

X = a+i*h;

ypr=y2+h (23f (x2,y2)-6£ (x1,yl)+5£(x0,y0))/12;
ycor=yp+h (5f (x,ypr) +8f (x2,y2) -£(x1,yl))/ 2;

y(k) = ycor;

yo = y1; yl = y2; y2 = ycor;
x0 = x1; xl = x2; X2 = x;
end

Convergenta si stabilitatea metodelor multipas
Asociem metodei multipas liniare operatorul:
Lly, h] = y(x + h) = 3 o;y(x = 3h) = h ) y'(x - jh)
j=0 j=-1
Dezvoltam y (x+3jh) siy’ (x+jh) in serie Taylor :
L[y,h]=Coy (x) +C;hy’ (x)+..+Cshiy ‘¥ +..

L[y, h] = {1 - gaj]y(x) + z y(j)(x){hj—: - Z::ak(— 1)’ hj_: _ Zr: B (- 1)7? . l.ij .

k=-1

(@]
o
Il

1-Ya, € =1-Yoa-k- D8,
k=0

k=0 k=-1
1 r . r .
Cy = E[l - k;ak(— k) - jk;lﬁk(— k)’ 1}

Metoda multipas are ordinul p, dacd este exactd pentru toate polinoamele de ordin £ p, adica
L[x*,h]=0, k=0 : p,dar L[x**',h]#0

Daca metoda multipas este de ordinul p atunci Co=C;=. . .=C=0, Cp.1#0
r dj .
k k
et 8] = $re, & ) -
j=0

C.r'h™ + A + Cyr(x — 1)A (x — 3+ 1)h"" + A C;rx"'h + Cox*

O metoda de ordinul p este consistenta dacip > 1

Da, =1 - Yk o+ Y B =1
k=0 k=0

k=-1
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Enumeram mai multe metode uzuale:

e metoda explicitd Adams-Bashforth Vir:1 = Y + hi BsEx_5»
3=0
e metoda explicitd Nystrom Yi+s1 = Y1 t hzr: Bif_s
3=0
e metoda implicitd Adams-Moulton Yie1 = Vi + hzr: % A
j=-1
e metoda implicita Simpson-Milne Vis1 = Y1 + hzr: <% S
j=-1

Se definesc polinoamele:

p(z) = 2" = D az"7, o(z) = D Bz"7.
=0

y=-1
Fie operatorul de deplasare E definit prin

Eyy = Yii1-
Ecuatia recurenta poate fi exprimata ca
P(E)yxs1 — h - o(E)E,,, = 0.

Algoritmul multipas definit prin relatia recurenta este zero-stabil daca
- ridicinile ecuatiei p(z) = 0 sunt de modul subunitar i.e.

p(zi)=0 = |zi|S1;
- radacinile de modul 1 sunt simple

Stabilitatea este puternica dacd singura radacind de modul 1 este z; = 1.
Metoda Adams este puternic stabila deoarece

p(z) = z"** - z* = 0,

are singura raddcind de modul 1 z; = 1.
Metoda Nystrom este slab stabila caci

p(z) = gFtl _ gkl _ o

are doud radacini de modul 1 z;, = +£1.

Impunem ca ecuatia recurenta sd aiba ordinul p. Se dezvolta aceastd ecuatie in serie Taylor in
vecinatatea unui punct t

(p®)y(t) - hp(E)y'(t) = 3 c,hiy(t),

i=0
in care
C, = a, +a, +K +a, = p(1),
= a, + 2a, + K + ra, —(Bo + B, +K +Br)= p'(1) - o(1) ~
1 1
P! (p -2
Daca metoda este de ordin p atunci

cl
C, = (o(1 + 2a, +K + rpcxr) - (pl +2*7', + K + rp‘llsr)

c, =¢C, =K =c¢_, =0,
Cpuy # 0.

O metoda cu pasi legati este consistenta daca este de ordin cel putin 1.
Conditia de consistentd impune deci ca
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p'(W) = o).

O metoda cu pasi legati zero-stabila si consistentd este convergentd.

{p(l) =0,

Probleme rezolvate

Problema 1 Consideram problema diferentiala

{y(o) =1,
y'(t) = -y(t).
a carei solutie exactd este y(t) = e™*

Sa se studieze convergenta si stabilitatea metodei Euler.

Solutie. y;.;, =y; +h ‘f(tis Yi) =y; —h-y; =(@-h)-y;
Pentru convergenti considerim intervalul constant (0, 1) cu t = (i + 1) - hin care facem h — 0.
Avem

LD Yio = Hip @ -hp = e
relatie care aratd ca algoritmul converge, solutia exacta fiind

y(t) = e™.
Pentru stabilitate facem t - © = 1= (i +1)h > 0 = § > ©

- it

lnyt) = lin e™ =0
limy,, =lim(@-h)""" =0,dacda [1-h|<1 = 0<h<2
Eroarea globala este

e, = y(tn) - Y. = e_t" - (1 - h)n’
Dezvoltarea in serie Taylor in vecinatatea lui tjeste

h? )
y(t) = @ - h) - y(t) + = y'@),
Metoda Euler se scrie
Yiia = (1 - h) Vi

de unde rezulta eroarea intr-un pas

h2
€ia = (1 — h) e + _2 . e—(ti+e-h)’
majorata de
h2
e 1 h)-| e. ’
| |<( + h) | ; |+—2

i+l

relatie care scrisd succesiv pentru 1 = 0, 1, K este

h2 h2 hz hz

e = @ hlesf + 5 < ellef 5 < e rel e
h® ( h _ e’ —1h 3h h
|e3|<2(e +e +1)_eh_1—2<(e —1)5,

de unde deducem prin inductie ca

| e, | < (e(m).n _ 1).

N| T

y(%) = Yo
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y' = fx, y)
se rezolva printr-o metoda cu pasi separati.
a) determinati raza de stabilitate pentru o ecuatie diferentiala liniara
fix,y)=a-y
b) pentru ecuatia diferentiald y' = ay, a < 0, calculati raza de stabilitate a metodei Runge-Kutta
RK,,, RK;,, RK,,.

Solutie. a) O metodd cu pasi separati, folositd pentru integrarea problemei diferentiale cu conditii
initiale, este o relatie de recurenta de forma

Yoa =Y, + h-f(t,, y,, h), cireia ii corespunde ecuatia caracteristica

o= 1 e, h)

Raza de stabilitate h,, pentru ecuatia caracteristicd , Indeplineste, pentru n — oo, h fiind fixat,
conditiile
1) pentru 0 < h < h,, toate radacinile ecuatiei caracteristice sunt Tn modul < 1.
2) pentru 8h, > 0, cel putin o radacina este , in modul > 1, pentru h = h, + 8h,
b) Pentru ecuatia diferentiald liniard y' = a - y, relatia de recurenta are forma y,,, = P(ha) y,, in
care P(x) este un polinom de grad s.
Ecuatia caracteristica este r"** = P(ha)r" sau

r'(r — P(ha)) = 0
si are caradacinipe r = 0 si r = P(ha).
Conditia de stabilitate impune, pentru n — o ca | P(ha) | < 1.
Pentru ecuatia de mai sus, metoda Runge-Kutta de ordin 1 sirang q - R,, are forma

Yo = {1 + ha + zq:ck ~(h- a)k} Yo

k=2
Pentru q = 1, RK,, , P(ha) =1+ h -a.
Conditia de stabilitate impune ca

| 1+ ha | <1 = -2 < ha < 0, de unde rezultd raza de stabilitate R = — 2 (posibil, intrucat
a

a < 0).

Pentru q = 2, RK,,, P(ha) = 1 + ha + ¢, - (ha)?, iar conditia de stabilitate impune

| 1 + ha + c,(ha)? | <1
care se scrie

2 + ha + c,(haf’ >0
ha - (1 + c,ha) < 0

si ne conduce la

2 1

(ha)z_ﬁ< >~ "ha

2
Pentru q = 2, p = 2, RK,,, P(ha) = 1 + ha + (h:) , care ne conduce la conditiile de
stabilitate
2
2+ ha + @ >0
ha

ha-(1+7j<0 = ha > -2

Raza de stabilitate este deci R = — E
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Problema 3 Pentru problema diferentiala

Y(to) = Yo
y = fly, t)

se considerd formula aproximativa de integrare
Yiaa = Yi t h- (aly'i+l + 0‘oy'i) + h2(61y¥+1 + Boyg)

Determinati o,, o, By, By,astfel incat formula sa aiba gradul de valabilitate cel mai ridicat.
Care este expresia erorii Intr-un pas.

Solutie. Impunem ca formula sd fie exactd pentru f(y,t) = 1, t, t%, 2.  Coeficientii
Ogs 01, Bo» By sunt independenti de h si €, deci putem alege, pentru simplificarea calculelor
h=1 t =0
Pentruf(y, t) = lobtinem t,, =t + h - (0, + ) si ecuatia o, + oy = 1,
Valoareaf(y, t) = t ne permite si scriem
t t . 1
ITM ?l + h(ogty,, + agty) + h*(B, + Bo) si oy + By + B = >’
A 2 t?+1 t:: 2 :
Luandfly, t) = % avem 5 -3t o, + ogt) + 2 - WB,t,., + Bot) si
1
oy +2- Bl = 59
3 : t?+l i 3 3 2 2 2 :
Cu (y, t) = t% obtinem f 4 =2 +h- (alti+l + ocoti) +3-h°- (Blti+l + Boti) si
1
o4 +3. Bl = Z
. .. 1 1 1 1
Se obtin solutiile a, = =, o, ==, = —, = - —.
5 5 0 2 1 2 BO 12 Bl 12

care inlocuite in formula de integrare ne dau
2

h ’ '
Yiie = Yi +E'(yi+l +yi)+_'(_yi+l

” + y i ” ).
12
Formula este exactd pentru polinoame pana la ordinul 4 inclusiv. Eroarea metodei este de ordinul 5.
Problema 4 Metoda explicita Adams de ordin r este
r
Yiaa = Yi +h- z Byj - i sau
j=0

p(E) Y; , — h-oE) f,, = 0 incare
pl2) = 2" - (z2-1)

ofz) = Y By 2
j=0

Calculati coeficientii formulei de integrare in cazul r=2

Solutie. Pentru r=2 ecuatia Adams are forma
Yiaa = Yi t h(Bofi + By + ﬁzfifz)

Impunem conditia ca formula sa fie exactd pentru

.tk+l
f =t k=0:2 = Y=o
+
Inlocuim in formula de integrare
tli(ii_tliﬁl_h( K K k) k=0:2
———— = hiBty + Bit5, + Bt 2), =V~

k +1
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Intrucat formulele sunt independente de h si t;, vom lua, pentru a reduce volumul de calcule, fara a
pierde din generalitate h = 1, t; = O (prin urmare

t,, = -2, t,_, = -1, t,,, = 1). Obtinem sistemul de ecuatii

k=0: By +PB +B, =1
k=1: —Bl—2ﬁz=%
k=2: [31+22[32:%
Sistemul are solutia B, = g B, = —% B, = %
Problema 5 Se considera ecuatia recurenta
yX + n)+a, ,y(x + n = 1) + K + ay(x) = b(x)

scrisd sub forma
(E” +a,,E"" + K + aol) y(x) = b(x)
P.(E) y(x) = bi(x)

Se defineste ecuatia caracteristica P,(r) = 0

a) Sa se arate cd daca ecuatia caracteristica are radacini simple r,, r,, K , r,, solutia generald a
ecuatiei recurente omogene are forma

y(x) = G + i + K + C 1y
b) Sa se arate cd daca polinomul caracteristic are radacina r; cu multiplicitatea K, atunci

y(X) = P () + Crf + K + C 0,

Solutie. a) Se cautd y(x) de forma y(x) = r*
PE) yXx) = r +a,, - r*"* +K +a, - r* =
rx(r" +a,,r" +K + ao)
PE) r* =r*.pP(r)=0 = P,(r) =0
Fie »,r,,K, r, radacinile, atunci

n-1

y, =r',y, =r,K,y, =r’, sisolutiaecuatiei omogene se exprima ca

y(x) = Cii + Cr + K + C.ry
b) Po(r) = (r — ) - P(r).
Seia u(x) = v(x) - r; si se obtine
P.(E) ux) = R(ENMXr = Zas B vl = > rav(x +s)

- 1Y ar EFvx) = £R,(n E) vx)

s=0
Folosim operatorul diferentd progresiva (sau diferentd inainte) A = E — 1, definit in capitolul 4
Py E) V() = € ~ P (RE) vi) = [& P (n (1 + a))] vi(x) = 0
A+ @At 4 K o+ oo A" V(X) = 0
Dacd alegem v(x) = x, x*, K , x" ! atunci A" v(x) = 0.

k-1

Asadar y,(x) = xr), K , y, (x) = xX'r}
Problema 6 Pentru integrarea ecuatiei diferentiale

Y(Xo) = Yo,
y = fx, y).
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metoda de integrare (A, B) (sau (p, o)) este

AE) y; - h-BE) f =0,
unde A@z) e I, Blz)  I,, p>q.
a) care sunt conditiile pentru ca aceasta metoda sa aiba ordinul K
b) Sa se scrie conditiile de convergenta, in functie de A(z) si B(z).
Solutie. Explicitim polinoamele

p _ L] R
z) = Y o7, Bz) = D). BZ.p =
j=0 j=0
Metoda de integrare este de ordinul k daca

A(E) y(t) — hB(E) ZChJU)

care se dezvolta
z o;Ely(t) - h - Z BEY(t) = Coy(t) + Chy(t) + Ch*y'(t) + K

aylt) + aylt + 1) K - apy(t + ph) —h - [By'(t) + K + Boy'(t + gh)] =
Co - Y(B) +C, - h-y(t) + C, - hy'(t) + K

Identificam coeficientii cu aceeasi putere, pentru y(t) e II;. Pentru a reduce volumul de calcule,
vom lua, fara a reduce generalitatea pasul h = 1si €, = 0. Obtinem relatiile

y(t) 1 oy +o; +K +a, = Co = A(l),
y(t) =t o, + 20, +K +pa, - (B, + B, +K +By) =C, = A1) - B1)

szg%-(al+22a2+K+p2ap)—%~([31+2[32+K+qu)=C2
VY = E 1((x1 +2a2+K+p'on) ([31+2' 8, +K +g" [3)
77 (-1 ’

Metoda este de ordinul k daca termenii din cele doud dezvoltari coincid pana la gradul K inclusiv,
adica daca

Co = A@) =0,

C, = A1) - B@1) = o0,

N
C. =0,
C. = 0.

b) Pentru a fi convergentd, o metoda ( B) trebuie sa fie stabila, ceea ce impune ca ecuatia

caracteristicd A(z) = O sd aiba radacinile z; , in modul , subunitare, adica | z, <1 | .
Metoda trebuie s fie, cel putin de ordin 1, adicd C, = C, = 0, care conduc la

Problema 7 Fie ecuatia diferentiali y” = f(t, y) si metoda de integrare
AE)y; —h?-BE) f =0,cuAlz) e I,, B(z) e I,, .p > q Aratatica
a) o conditie necesar de convergenti este ca ridicinile 4(z)=0 si fie | z, | <1, si | z, | =1 sa

aiba multiplicitatea cel mult 2.
b) fie o metodi de integrare (A, B) stabili si convergenti. Si se arate ci

A1) =0, A"1) = 2-B(1).

Solutie. Proceddam ca in cazul problemei 6
A(E) y(t) - h* - ”t)—ZC hi - y¥(e)

Obtinem relatiile
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Co =0y +a, +K +a,,

C, = al + 20, + K + pa,,

1 - .
Cjzi-(al+2’oc2+K+p’on) )! (Bl+2' [32+K+qJ Bq)
Metoda este de ordin k daci C; ,J=0:k+1,C., = 0.

Metoda (A, B) de ordin 2 este
A(E) ¥(t) -~ hB(E) y'(t) = ChyP(x) + ofn)

pentru care
Co = AQ2) A1) =0
C, = A1) A1) =0
c, - MW _pa) A = 280)

2

Problema 8 Determinati coeficientii metodei Adams-Bashforth, astfel incat aceasta sé aiba gradul de
valabilitate 4.

Solutie. Formula Adams-Bashforth este y, =y, , + hi Bif,_
i=0

Impunem ca formula si fie exactd pentru y = 1, x, x*, x*, x*

si luam, fard a pierde din
generalitate x,_, = 0, K , X, = r.Obtinem

y=1, f=0 = 1-=1,

y =X, f=1 = r+1=[30+[31+[32+[33,

y=x,F=2=(+1 = r2+2(rso (r— 1, +(r—2p, + (r - 3p,)

y=xX,F=% = (r+1 = r‘°'+3(r2[30 7B, + (r— 2PB, + (r - 3)[33)

y=xX,F=4=(r+1 = + 4R + (r - 1B1+(r P, + (r - 3B,) -

care ne conduc la sistemul

Bo + By + Py +Ps =1
B1+2[32+3B3:—%
[31+22[32+32[33_%
B, +2°B, + 3B, = - %
cu solutiile
Po= 20, Bi=-oo, Ppzor. By

metoda Euler-Cauchy

Problema 2 Se considera sistemul de ecuatii diferentiale

y;.(x) = fl(X, yl(X)’ yz(x))’ yl(XO) = A,
y5(x) = fz(X, Y1 (X)s yz(x)): Y2(Xo) = Ay

Scrieti relatiile Runge-Kutta 44 corespunzatoare.

Problema 3 Considerdm problema diferentiala cu conditii initiale

y(xo) = Yo,

y' = fix, y).
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Notim y; = y(X;),  X;,, = X; + h.
Fie formula de integrare

Yier = Yi + 0 - Ky + 0y - Ky,
Ko = h- f(xi1 yi)ﬂ
K, = h-fx; + 2 -h,y; +24-Kp).
a) Determinati o, si o, astfel incat formula sa aiba gradul de valabilitate cat mai ridicat.

b) Calculati expresia erorii Intr-un pas

c) studiati cazurile particulare A = % A=1, A= g

Problema 4 Scrieti o functie care implementeaza metoda predictor-corector folosind relatiile

4
y'i)+l =VYis t gh(Zfi—Z - fi—l + fi):

c
yi+1 i

Yior t %(f'—l + 4F + fip+l>'

Problema 5 Care este gradul de valabilitate al formulelor
h
Yirr = Y F 12 (23f, - 16f, , + 5F_,),
h
Vi = Vi +a'(55'fk =59 fia +37 fiza _9'fk—3)‘

y' = fx, y),
y(x;) = v;, i=0:q9-1, xi:xo+%-i.

se considera formula de integrare explicita
q

Yo = Ypu + WY BF ;i unde £, = Fix, ;. v,;)
i=1

Sa se arate cd impunand conditiile ca formula de integrare sa aiba gradul de valabilitate r, se obtin
restrictiile

e}

S (- i) -, g - (g - 1"

g

=1
iﬁizl, k=2:r.
=1
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