DESCOMPUNEREA VALORILOR SINGULARE

Valorile singulare ale unei matrice reale sau complexe dau informatii pretioase despre
caracteristicile matricei (rang, norme etc.), iar pe de altd parte (spre deosebire de valorile
proprii in cazul matricelor patrate) sunt perfect conditionate numeric si, in consecinta, pot fi
calculate cu o Tnalta acuratete.

Descompunerea valorilor singulare (DVS) ale unei matrice reprezintd o transformare extrem
de utild 1n evidentierea multor proprietdti structurale ale matricei respective, cerute in
numeroase aplicatii dintre care amintim rezolvarea cazului general al problemei celor mai mici
patrate fard sau cu restrictii liniare sau patratice. De asemenea, algoritmul de calcul DVS
reprezintd unica modalitate, numeric fiabild, de determinare a rangului unei matrice. Daca,
intr-o aritmetica exactd, conceptul matematic de rang al unei matrice este foarte bine definit, in
prezenta erorilor de rotunjire, generic, toate matricele sunt de rang matematic maximal. De
aceea, intr-o aritmeticd aproximativa, se utilizeaza mai curand notiunea de "rang numeric" care
adapteazd conceptul de rang matematic la un mediu computational real dat de tehnica de calcul
actuala.

In prima parte a capitolului sunt prezentate unele notiuni teoretice relative la conceptul de
valori singulare si principalele lor proprietdti precum si unele descompuneri derivate. Partea de
continut prezintd algoritmul de calcul al descompunerii valorilor singulare pentru matricelor
reale, mai des intdlnite in aplicatii. In esentd algoritmul DVS reprezinti o adaptare a
algoritmului QR simetric, care evita calculul efectiv al valorilor proprii ale unei matrice produs
de tipul ATA sau AAT actionand exclusiv asupra matricei factor A. Cazul complex se poate
reduce la cel real de dimensiune dubld sau se trateazd absolut similar utilizandu-se
transformari unitare (complexe).

Descompunerea valorilor singulare

mxn

Fie o matrice A € R""". Descompunerea valorilor singulare ale matricei A se poate
introduce prin urmatoarea teorema.

Teorema 1: Descompunerea valorilor singulare.
mxn

Oricare ar fi matricea A € R™ " existd matricele ortogonale U € R™", V e R""si

intregul r > O astfel incat
X, 0
utav = % = | ° ,
0 O

unde

>, = diag(o;, 0,,...,0,) € R™*"

cu
g, 20, 20;2...20,>0.

in cazul complex sunt adevirate aceleasi afirmatii cu precizarea ci matricele

U e C™", V e C™™" suntunitaresi U"AV = X.

Demonstratie. Fie, pentru precizare, m > n . Consideram numai cazul real.
Dacda A = 0, atunci teorema este adevaraticu U = I, V = I_sir = 0.

Daci A # 0, fie matricea simetricd, pozitiv semidefiniti C = ATA e R™™ . Existi o

transformare ortogonald de asemadnare, definitdi de matricea ortogonald V € R™", care

reduce matricea C la forma Schur , i.e.




v'cv = A = diag (A;, 2,,...,A.,0,...0).
Valorile proprii nenule ale matricei C sunt pozitive Intrucat

A, = elAe, = e{VA"AVe, = ||1-\Vei||2 > 0 si, prin urmare, fard a reduce generalitatea,

1

putem considera ca acestea au fost ordonate descrescator, i.e

A, 22, 27 2...27, >0, A, =03j=r+1:n.

si defini numerele pozitive

Consideram urmatoarea partitie a matricei V
v = l i v Ja

unde V; = V(:,1:r), V, =V(:;, r+1:n)

vicv, vicv,| |2 o
v,cv, V,CV, 0 0
si de unde rezulta, printre altele, egalitatea blocurilor diagonale
v/a"aAv, = X2, V,A"AV, = 0 .

Cum blocul £, € R*** este o matrice nesingulara, rezulta
7viATAv, 37 = (av, 2 fav, St = I, ie matricea
U, = AV,Z]' € R™*
are coloanele ortogonale si, prin urmare, poate fi completata cu o matrice U, € R™*(@-x)
pana la o matrice
U = |. U, U, J

ortogonald. De asemenea, rezulti UTAV, = X, si U;AV, = U;U,%;, = 0. Pe de altd
parte, rezultd, evident, AV, = 0.

N UJAV, UJAV,| [Z; O
- T T - .
U,AV, UZAV, 0 0

In virtutea teoremei de mai sus observam ca
— T _ T
A = UZV" = UZ V],
relatie care defineste descompunerea (sau factorizarea) valorilor singulare ale matricei A.
Numerele o;, >0, j=1:r impreuna cu numerele 6, =0, J=r+1:n se

numesc valori singulare ale matricei A. Coloanele v, = Ve; € R", j =1:n, ale

matricei V se numesc vectori singulari (la dreapta) ai lui A asociati valorilor singulare



o5, 3 = 1: n,iarcoloanele u; = Ue; € R", j = 1 : n ale matricei U se numesc

jI
vectori singulari la stanga ai lui A asociati acelorasi valori singulare. Rezulta ca orice matrice

A € R™" se poate scrie ca sumd de produse externe de vectori singulari ponderati cu
valorile singulare nenule

xr
_ T _ T
A =02V, = Zojujvj,
i=1

relatie numitd i descompunerea redusd a valorilor singulare, unde matricele

W, = ujv§ , J = 1 : rsenumesc componentele principale ale matricei A. Matricea X se

numeste forma canonica pseudodiagonald a matricei A.

In legatura cu unicitatea DVS a unei matrice A, din demonstratia teoremei rezulta cé valorile

singulare sunt ridicinile patrate pozitive ale valorilor proprii ale matricei ATA si, in
consecintd, sunt unic determinate. In ceea ce priveste matricele de transformare, vectorii
singulari asociati valorilor singulare nenule, i.e. submatricele U; si V; sunt, in esentd (in

sensul ¢a putem multiplica simultan coloane individuale ale acestor matrice cu * 1, iar in cazul
complex cu orice numar de modul unitar), unice in timp ce submatricele U, si V, pot fi orice

completari ortogonale ale submatricelor U, si V; .
Cadrul definitoriu de mai sus al valorilor singulare sugereaza urmatoarea procedura de calcul

1. Se calculeazi C « A'A
2. Folosind, de exemplu, algoritmul QR simetric se calculeaza
AC) = A =1{a,2,, ...,  fJcud, <A, ,, i=2:n

care, din pacate, nu este recomandatd 1n aplicatii practice din cauza erorilor introduse in
formarea produsului A®A, erori ce pot fi amplificate ulterior pe parcursul calculelelor.
Algoritmul de calcul al valorilor singulare care s-a impus in practicd, numit algoritmul DVS
este un algoritm QR "mascat" in sensul ca actioneaza exclusiv asupra matricei A intr-un mod
echivalent cu actiunea algoritmului QR simetric cu deplasare implicitd asupra matricei C.

Aplicatii ale DVS

Descompunerea valorilor singulare reprezintd un instrument deosebit de util si de sigur n
rezolvarea a numeroase probleme cu caracter aplicativ din diverse domenii stiintifice si tehnice,
cum sunt teoria sistemelor, prelucrarea semnalelor, statistica etc.

1. Calculul normelor matriceale ortogonal invariante

Fie matricca A € R™" (A € C™ ). Vom spune c¢d o normd matriceald
|| . || :R™" 5 R, (" . || :C™*" —» R,) este ortogonal (unitar) invarianta daca
|| UAV || = |a|| pentru toate matricele U, V ortogonale (unitare).
Norma matriceala || . "2 indusa de norma euclidiana, i.e. definita de

[ 2], = max [ax],

=], =1

numitd norma spectrald, precum si norma Frobenius || . ||F definita de




sunt ortogonal invariante si, In consecintd, se exprima foarte simplu in termenii valorilor
singulare o; € o(A). Concret, avem

[al, = o,
2 2
2], = Jot +cf +..+0
Intr-adevar
r
"A "2 = ”2"2 = max ”le”2 = max ”23(”2 = max zoiyi = o,,
%[, =1 ly[,=1 Ivl,=1 <

se obtine imediat din || 4], =[Z],..

Desigur, pentru a calcula norma Frobenius a unei matrice determinarea prealabild a valorilor
singulare este o cale total neeficienta. In schimb, daca se dispune de valorile singulare, calculul
acestei norme pe baza relatiei de definitie devine ineficient. Calculul normei spectrale este
echivalent cu evaluarea valorii singulare maxime, ceea ce presupune un efort de calcul
important §i, de aceea, norma spectrala este utilizatd destul de rar in aplicatii dar joacd un rol

important in dezvoltarile teoretice.

nxn

Dacd matricea A € R" "este patratd si nesingulara, avand descompunerea valorilor

. T . . . - _ .
singulare A = U X V', atunci matricea inversd 4~ are expresia

1 1 1
A = vIlUT = V-diag[—,—,w,—J-UT,

o, O, Oy
ie.
- 1 1 1
O(A1)={_I r"'/_}
oln cn—l 01
intrucat valorile singulare sunt ordonate intotdeauna descrescator. Rezultd cd descompunerea
valorilor singulare pentru matricea A este ATl = UxVT, unde
U = V(:,n: -1:1), vV = U(:,n : -1 :1),iar
~ ) 1 1 1 . . . . <
Y = diag| —, , -+, — |. Aceste observatii permit o exprimare interesantd a
cn on—l o1
numerelor de conditionare la inversare a matricei nesingulare A. Avem
-1 o
(8 = [a], - |27, = >
on
si
n n
— . -1 _ 2 -2
x(a) = [al, - [a7, = /30l 3o
i=1 i=1

Prin urmare, o matrice este cu atat mai bine conditionatd la inversare cu cat valorile sale
singulare sunt mai grupate. In particular, matricele ortogonale (unitare) Q, avand toate valorile
singulare egale cu 1, au x,(Q) = 1si, prin urmare, sunt perfect conditionate la inversare.



2. Calculul rangului

Doua matrice A si B, de aceleasi dimensiuni, se numesc echivalente daca existd matricele
patrate nesingulare S si T astfel incat

B = SAT

si ortogonal (unitar) echivalente daca matricele S si T sunt ortogonale (unitare).

mxn

Rangul unei matrice A € R este dat de numarul liniilor (sau coloanelor) sale liniar

independente.

Consideram cunoscut faptul ca transformarile de echivalenta conserva rangul unei matrice. In
.o . . . T . < . .

consecintd, din descompunerea valorilor singulare A = UXV ", rezultd ci orice matrice este

ortogonal (unitar) echivalentd cu forma sa canonica pseudodiagonald si, prin urmare, obtinem
imediat urmatorul rezultat.

Teorema 2. Rangul unei matrice este egal cu numarul valorilor sale singulare nenule, i.e.
rang A = rangX = r.

Din nefericire, asa cum s-a mai mentionat, acest rezultat nu poate fi folosit ca atare in
aprecierea numericd a rangului unei matrice date intrucat descompunerea valorilor singulare
calculata ntr-un mediu de calcul aproximativ (cum este cel care foloseste reprezentarea in
format virguld mobild) este descompunerea valorilor singulare exactd a unei matrice usor
perturbate. Cum 1nsa in vecinatatea oricarei matrice existd o multime densd de matrice de rang
maximal rezultd ca exista toate sansele ca forma canonica pseudodiagonala calculata, pe care o

vom nota cu X, sa fie de rang maximal. De aceea, in practica numerica se utilizeaza conceptul

de rang numeric care se defineste in modul urmator.

mxn

Definitia 1. Data o tolerantd e > 0, rangul numeric r al matricei A € R este

definit de cel mai mic dintre rangurile matematice ale tuturor matricelor de aceleasi
dimensiuni aflate la o distanta — definita corespunziator — de matricea 4 mai mica decat

toleranta, i.e.

r, = min (rangX) .
dist(A,X)<e
X e Rn

Daca se utilizeaza distanta dintre doua matrice definitd cu ajutorul normei matriceale spectrale
dist,(a, X) = ||a - x|,

sau, respectiv, cu ajutorul normei Frobenius
dist.(a, X) = | A - X|_,

atunci descompunerea valorilor singulare oferd mijloace de exprimare comode a rangului
numeric. Baza acestor rezultate rezida in urmatoarea teorema.

r
Teorema 3. Fie r = rang (A) si A = UXV' = Z o;u;v; descompunerea valorilor
j=1

mxn

singulare a matricei A € R , unde u; = U(:,3), vy =V(:, J) sunt coloanele

J
matricelor ortogonale de transformare. Consideram un intreg k < r si definim

matricea




k
_ T
A, = ZGjujVj.
j=1

Atunci
min A - x| =[a -3 =0
rang X=k 2 kll2 k+l
X eR™"
si
2 2 o,
min |4-X| =|4-4|. =Y o}
rang X =k F klle Z !
mxn i=k+1
XeR

Demonstratie. Pentru precizare consideram m > n iar pentru simplificarea notatiilor notdm
norma vectoriald euclidiana cu || . || . Din datele teoremei, mai precis din expresia matricei 4, ,
avem 1n mod evident relatia UTAkV = diag(o;, 0,, *+, 0,,0, ---,0) de unde rezulta
egalitatea UT(A — A,)V = diag(0,---,0, 0,4, ", 0,,0, -+ ,0) si, prin urmare, tindnd
seama de conservarea normelor vizate la transformari ortogonale, obtinem
"A - Ak”2 = 0,,; 5l o(A) = {ol, o on} Fie acum o matrice X € R™" de rang
k dar altfel arbitrard. Pentru inceput, notand V(:,1 : k + 1) = V., , vom arata ca existd
un vector nenul weR" astfel incit w € KerxX N ImV, ,, ie. Xw =0 si
w = V(:,1 : k + 1)z. intr-adevar, consideraind DVS X = fjlil\?f a lui X, matricea
Y = Vv, € R®®**D avand mai multe coloane decat linii are un subspatiu nucleu
KerY # {0}, i.e. existd un vector z € R™ \ {0} cu ||z|| = 1 astfel incdt Yz = 0. Prin

urmare, w = V, _,z este vectorul cdutat. Pe aceastd bazd avem secventa de inegalitati

G = maxln " = | A0 = mwl” = | mff = | 0Bz =

k k k
2 2 2 2y _ 2 2\ 2 2 2
E:oizi + Oy = El,zi) = 2:(01 = Ok41)Zi + Ohy1 2 Ohyns
i=1 i=1

k+1
= Yok =
i=1 i=1
unde ultima inegalitate rezultd din ordonarea descrescatoare a valorilor singulare. Cum
matricea X a fost o matrice arbitrard de rang k iar o?(A — X) = |A — X||§ rezulta cd prima
egalitate a teoremei este demonstrata.
Pentru demonstrarea celei de a doua egalitati a teoremei vom utiliza inegalitatea lui Weyl [28],
conform cédreia o; +3-1(B + C) < 0,(B) + 04(C). Luand matricea X o matrice arbitrara de

rang k avem o, ,,(X) = O si, prin urmare, aplicand inegalitatea lui Weyl obtinem

0p.;(A) = o, ;(A - X+ X) < 0,(A -X)+ 0,,,(X) = 0,(A - X).

n n-k n
|a - %[ = Yoia-x 2 cia-x =) dia)
i=1 i=1 i=k+1
ceea ce trebuia demonstrat.
Pe baza teoremei de mai sus se poate utiliza descompunerea valorilor singulare pentru
exprimarea rangului numeric conform urmatorului rezultat.

Teorema 4. Fie o(A) = {01, Oy 'y cn} spectrul de valori singulare al matricei A.




Daca utilizim functia distantd atunci rangul numeric r al matricei A este egal cu
numarul valorilor sale singulare superioare tolerantei ¢, i.e. este intregul r, care

satisface conditia
o, >eg 20

r

e

r,+1°
Daca utilizim functia distant, atunci rangul numeric », al matricei A rezulta din relatia

20§>t-:22 Zo?.

j>r, +1 j>r,

Demonstratia acestor rezultate este imediata si este lasata in sarcina cititorului.

Important este faptul ca expresiile de mai sus, pentru definirea rangului numeric, pot fi utilizate
cu succes pentru calculul acestuia pe baza descompunerii valorilor singulare ale matricei date
calculate cu algoritmul DVS. De exemplu, numdrul £, al valorilor singulare calculate

G superioare tolerantei date este o foarte buna estimare a numarului r, de valori singulare
exacte o superioare valorii tolerantei €.

Incheiem acest paragraf cu sublinierea faptului c orice referire corectd, din punctul de vedere
al calculului numeric, la rangul unei matrice trebuie sa faca apel la valorile sale singulare si la
conceptul de rang numeric. De exemplu, cea mai buna masura a apropierii unei matrice patrate
de o matrice singulard este datd de valoarea sa singulara minima. Alte criterii cum ar fi
valoarea determinantului sau cel mai mic dintre modulele valorilor proprii pot furniza in acest
sens o apreciere cu totul eronata.

Rezolvarea problemei generale ale celor mai mici patrate

Descompunerea valorilor singulare oferd o solutie problemei generale a rezolvarii, In sensul
celor mai mici patrate, a sistemelor liniare. Fie sistemul liniar cu m ecuatii §i » necunoscute

Ax = b,

respectiv cu A€ R™" si be R". Cazurile in care matricea 4 este de rang maximal (monica
si/sau epicd) au fost tratate in capitolele precedente ale lucrarii. De aceea acum vom presupune
situatia generala in care

rang(A) < min (m, n).

In cazul in care inegalitatea este satisficuta strict, sistemul este, in general, incompatibil si
admite o infinitate de pseudosolutii in sensul celor mai mici patrate. Intr-o astfel de situatie se
doreste calculul pseudosolutici CMMP de norma euclidiand minima numita pseudosolutia
normald a sistemului. Rezultatul fundamental care permite rezolvarea acestei probleme este
dat de urmatoarea teorema.

Teorema 5. Solutia problemei generale a celor mai mici pditrate: Oricare ar fi matricea

A € R™" si vectorul b € R™, sistemul Ax = b admite o pseudosolutiec normali
unici x° € R". Daci rang(A) = r si A = UZV" = U,%,V]este decompunerea
valorilor singulare a matricei 4 , atunci pseudosolutia normala poate fi scrisa in forma

* +

x = A'b
unde

A" = vz'U] e RV"
este pseudoinversa (Moore-Penrose) a matricei 4.




Demonstratie: Consideram reziduul de ecuatie » =b— Ax al sistemului (141) si calculam
norma sa euclidiand tindnd seama de descompunerea valorilor singulare ale matricei 4.
Intrucat transformarile ortogonale conserva norma euclidiand, avem

2] = [p - v X v = "U(UTb -X VTx)" = |u - X vy

Introducem notatiile si partitiile

dl r !/ r
d = Ub = o y = vix = y” e
d 4

cu care devine

2

[zl = la-Zy| = e

d -2y
) e

Cum d" nu depinde de x, minimul normei lui r corespunde minimului termenului
’ ’
"d - Ly

pentru

> 0 care minim, datoritd faptului cd X, este nesingulara, este nul si se obtine

yr — Zzld’.

toate pseudosolutiile in sens CMMP ale sistemului se scriu sub forma

Td
Xx =V "
y

n—-r

cuy" € R arbitrar. Dintre acestea existd una singurd de norméa euclidiand minima, si

anume cea care corespunde lui y" =0, intrucat

|« = e

In concluzie, unica pseudosolutie normala este

. s Hu™ph1 :
x' = v[ (o7 r)} = V,%;'U'b.

2

2
+ ||y"

0

Teorema este demonstrata.

mxn

Rezultatele de mai sus pot fi extinse fara dificultati la cazul matricelor complexe A € C

Evident, calculul pseudosolutiei normale se face fara a calcula explicit pseudoinversa matricei
A ci utilizdnd in mod eficient ultima din relatiile de mai sus, i.e.

zr: V(:Ij) ) (U(:IJ))Tb
j=1 9;

unde r este rangul matricei A iar o5, j = 1 : r sunt valorile sale singulare nenule. Rezulta

*

x' = VZ;'Ub =

b

urmatoarea schema de calcul.

1. Se calculeaza DVS U" AV =% cu acumularea
transformarilor U si V .
2. Se determina r - rangul (numeric al) matricei 4 .




3.x=0
4. Pentru j=1:r

L. f=UCG/)b
2 gl

g,
3.x=x+V(, ) B

Problema CMMP poate fi extinsa impunind minimizarea normei euclidiene a reziduului de
ecuatie a unui sistem liniar supradeterminat in prezenta diverselor tipuri de restrictii.

3. Calculul pseudoinversei

Pseudoinversa unei matrice generalizeaza conceptul de inversa, definit pentru matricele patrate
si nesingulare, la cazul unei matrice mxn oarecare.

mxn

Definitia 5. Fie matricea A € R™". O matrice X € R™" se numeste pseudoinversa
matricei A daca satisface urmatoarele patru conditii Moore-Penrose

AXA = A
XAX = X
(ax)" = AX
(Xa)" = XA

In cazul complex pseudoinversa este 0 matrice complexa care satisface cele patru conditii
de mai sus in care transpunerea se inlocuieste cu conjugarea hermitica.

Urmadtorul rezultat afirmd existenta si unicitatea pseudoinversei si sugereazd o modalitate
eficienta de calcul a acesteia.

mxn

Teorema 5. Orice matrice A € R admite o pseudoinversi unici. Daci A = UZV”™
este descompunerea valorilor singulare a matricei A, atunci pseudoinversa sa este
X = A" = vZ'UT,

unde X" este pseudoinversa matricei = si are expresia

o
z+ — 1 c Rnxm.
0 O
I_ O

Demonstratie.  Pentru  inceput  observim  ci It o= [(; 0] e R™™" si

I
Y = [ Or 0] € R™", de unde rezultd cd X* satisface cele patru conditii Moore-Penrose.

In continuare avem egalititile
AA*A = uxv'vztuTuzv® = UuZztIv® = uzv' = A,

Pentru demonstratia unicitdtii, presupunem existenta a doud pseudoinverse X, ¥ € R™™ si
fie D = X — Y. Din conditiile Moore-Penrose rezulta




ADA =0
DAD + DAY + YAD = D
(aD)* = AD
(DA)" = DA.
De aici obtinem (AD)"AD = ADAD = 0, de unde rezulti AD=0. Similar

(DA)'DA = DADA = 0, deci DA=0. Din a doua din relatiile de mai sus rezulta D=0,
deci X =Y . Prin urmare pseudoinversa unei matrice este unica.

Pentru calculul pseudoinversei unei matrice se calculeaza DVS dupa care se utilizeaza expresia
(154), conform céreia obtinem urmatoarea expresie de calcul

r

T
v.u
At = ) k) r = rang(3), u, = U(:, k), v, = V(:,k)
k=1 9%
sau, pe componente,

A'(1,3) = Z
k=1

VikUik

4
Oy

Observatie. Mentionam ca pentru matricele 4 € R™" monice pseudoinversa se identificd cu
. -1 . < A A A
pseodoinversa Moore-Penrose A* = (ATA) A", care este o inversd la stanga Intrucat

A'A = I_,iar pentru matricele A € R™" epice pseudoinversa se identifica pseudoinversa

. -1 . < . A
normala A" = AT(AAT) , care este o inversa la dreapta intrucdt AA" = I..
Una dintre proprietatile cele mai interesante ale pseudoinversei (care se demonstreazd fara
dificultate) este aceea ca pseudoinversa unei matrice A € R™"
Frobenius minimé a problemei de minimizare

AX - Im”F'

este unica solutie de norma

min
XeR™™
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