Acest fisier contine o introducere in generalizarea clasificarii problemelor conform
unor clase de complexitate diferite de P si NP. Fisierul contine fragmente revazute din
capitolul 3 din "Introducere in Analiza Algoritmilor".

3.4 O ierarhie spatiu-timp a problemelor

in sectiunile precedente, dificultatea rezolvarii problemelor a fost analizata in
raport cu timpul consumat de algoritmi. Clasele p si NP sunt definite pe aceasta baza.
O alta resursa importanta este spatiul de memorie consumat. Astfel, ierarhizarea p-Np
poate fi extinsd din perspectiva complexitatii spatiale impuse de rezolvarea
problemelor.

Sectiunea prezinta, intuitiv, o ierarhie posibila spatiu-timp a problemelor si,
implicit, relatii intre complexitatea temporala si cea spatiald. Sunt considerate doar
probleme de decizie, fard ca generalitatea sa fie afectata. in ceea ce priveste metrica
folositd pentru a masura dimensiunea datelor si consumul de timp si spatiu, se
reamintesc urmatoarele conventii:

— Dimensiunea datelor algoritmilor este un numar intreg pozitiv.

— Masura timpului este unitara. Algoritmul efectueaza operatiile considerate
elementare (adunari, inmultiri, comparatii etc.) intr-un numar limitat de
unitati de timp, adica in ® (1) .

— Datele sunt memorate ca siruri de simboluri dintr-un alfabet =. Tn particular,
putem alege =={0,1}, fara a afecta generalitatea rezultatelor relativ la
posibilitatile curente ale masinilor de calcul. Astfel, daca dimensiunea unei
date d este cel mult n, sunt necesari O (1g (n) ) biti pentru a stoca d.

De asemenea, convenim ca spatiul ocupat de datele nemodificate de un
algoritm, de obicei datele de intrare, s& nu participe in calculul complexitatii spatiale a
algoritmului. Decizia este justificata daca ne gandim ca unul din scopurile analizei
complexitatii este clasificarea problemelor in raport cu resursele consumate. Ar fi
nepotrivit s& consideram ca rezolvarea unei probleme @, este mai dificila decét cea a
unei alte probleme @, doar pentru ca dimensiunea datelor lui 9; este mai mare decét
dimensiunea datelor lui 9,. Din alt punct de vedere, astfel de date read-only pot fi
stocate Tn "afara" algoritmului.
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3.4.1 Clase de probleme rezolvate determinist

Fie 9:1—5{0,1} o problema de decizie, rezolvabila prin multimea algoritmilor
determinigti Algy, si £:N>R, o functie pe care o privim ca limitd a complexitatii
algoritmilor. Notam:

Algg (£f)= {AlgeAng | VieIl e timp(Alg,i)=0(£f(n))}
Algg (£f)= {AlgeAng | Viel e spatiu(alg,i)=0(£(n))},
unde n=dim(i) este dimensiunea datelor i, timp (Alg,i) este timpul consumat de

calculul serial al1g (i), iar spatiu(alg,i) este spatiul maxim de lucru consumat in
cursul executiei Alg (i) . Mai precis, sa notam:

— stidri(alg,i) starile din secventa executiei alg(i). Fiecare stare este
asociatd cu un moment de timp t al executiei si desemneazd multimea
variabilelor existente la momentul t al executiei precum si instructiunea curent
executata.

— spatiu_stare(s) spatiul consumat de variabilele din starea s, excluzand
variabilele care desemneaza date nemodificabile ale algoritmului.

Deci, pentru un algoritm serial, spatiu(Alg,i) = max{Vsestiri(Alg,i) e
spatiu_stare(s) }.

Multimea Algg (£) contine acei algoritmi deterministi care rezolva problema @
in O(£(n)) unitati de timp, iar Algf2 (£) contine acei algoritmi deterministi care

rezolva problema @ folosind O (£ (n) ) unitati de spatiu de lucru.

Definitia 3.26 Fie £:N—>R, o functie totald peste N. Clasele de probleme
rezolvabile prin algoritmi determinigti, cu limitare £, temporald si, respectiv, spatiala
sunt:

TIME (£) =go¢ {Q | Algg (£) # O}

SPACE (£)=ge¢ {Q | Algy (£) = O}
In particular,

P = PTIME =4 ¢ |J TIME(n.n*)
k>0

PSPACE =40¢ |J SPACE(An.n¥)
k20

LOGSPACE =go¢ SPACE (An.lg(n)),

unde notatia An.R (n) desemneaza o functie cu parametrul n si rezultatul R (n) .
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Ca exemplu, sa clasificam problema Gap (problema accesibilitatii intr-un craf).
Pentru un graf G cu n noduri sa se decida existenta unui drum intre doua noduri date,
isij, dina.

Propozitia 3.11 GAPeSPACE (1g(n)2) Si GAPETIME (n?) (Sau GAPePTIME).

1. GAPeSPACE (1g(n)2). S& construim un algoritm care rezolva problema intr-
un spatiu de lucru O (1g (n) 2)

GAP_S(G,i,j) { // G are nodurile V(G) si arcele E(G)
// Existd drum i..j in G?
n = card(V(G)) ;
for (lung=0; lung < n; lung++)
if (drum(i,j,lung)) return 1;
// G si n sunt vizibile in functia drum
return 0;

}

drum(i, j,lung) {
if(lung = 0) return i=j ? 1 : 0;
if(lung = 1) return (i,j)€E(G);
11= |1lung/2];
12= rlung/21;
for(k = 1; k £ n; k++)
if(drum(i,k,11) A drum(k,j,12))) return 1;
return O;

}

Algoritmul drum incearca sa formeze drumul i..j din drumurile i..k si k. .3,
pe jumatate mai scurte ca numar de arce decat drumul i..3j. Procesul este repetat
pana ce lungimea unui drum devine 0 sau 1. Corectitudinea algoritmului deriva din
urmatoarea observatie: un drum x. .y de lungime 1 exista daca si numai daca este
satisfacuta una din conditiile:

- 1=0Six=y;
— 1= 15i (x,y) esteun arc al grafului;
— 1>1 siexistd drumurile x. .z de lungime L1/2] si z. .y de lungime [1/2].

Spatiul consumat de algoritmul drum este O(1lg(n)?). Intr-adevér, lungimea
maxima a lantului de apelurilor recursive este limitatd la 1g(n), iar fiecare apel
consuma spatiu pentru 6 variabile si spatiu pentru inregistrarea de activare a apelului.
Deoarece se lucreaza cu intregi de valoare cel mult n, spatiul consumat la apelul
este k O (1g(n)) biti, astfel incat la apelul 1g(n) se consuma O (1g(n))2 biti.

In partea GAP_s a algoritmului, datele G, i si j nu contribuie la complexitatea
spatiald, fiind read-only. Se adauga doar spatiul consumat de variabilele n i lung Si
de apelul drum(i,j,n), anume O (1lg(n)) biti. Spatiul folosit de intregul algoritm este
O(1lg(n)+1g(n)2) =0 (1lg(n)2). Deci GAP eSPACE (1g(n)2).
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2. GAPeTIME (n2). S& construim un algoritm care rezolva Gap in timp O (n2).

Estimarea timpului cheltuit de algoritmul Gap_s foloseste recurenta T(1)<2n
T(1/2)+O (n) pentru calculul timpului consumat de apelul drum(i,j,1), considerand
ca operatia (i,j)eE(G) este In ®(1). Solutia recurentei este 0(1 nl9(1)), astfel
incat timpul consumat de cap_s este 0 (n19(n)+2) Problema poate fi insa rezolvata
mai rapid, parcurgand graful in adancime.

GAP_T(G,i,j){ // G are nodurile V(G) si arcele E(G)
// Existd drum i..j in G?
for-each (ueV(G)) stare(u)=nevizitat;
explorare (i) ;
return stare(j)=vizitat ? 1 : 0;

}

explorare (u) {
stare (u)=vizitat;
for-each((u,v)€E(G))
if (stare(v)=nevizitat) explorare(v) ;

}

Algoritmul Gap_t parcurge graful in adancime, incepand din nodul i. Nodurile
vizitate sunt marcate, evitdndu-se ciclurile. Rezultatul este decis de marca nodului j.

Lantul apelurilor recursive ale algoritmului explorare este O(n), iar fiecare
apel consuma un spatiu de memorie O (1g(n)). Spatiul total consumat de algoritm
este O(n 1g(n)), mai mare decat cel al algoritmului GaPp_s. In schimb, timpul
consumat este O (n?) . Deci GAPeTIME (n?) si, totodatd, GAPePIME. W

3.4.2 Clase de probleme rezolvate nedeterminist

Fie N_alg un algoritm nedeterminist de decizie. Numim spatiul de stare al
algoritmului pentru datele iex, un graf orientat G (i)=(V,E,sq,s¢), unde nodurile v
reprezinta stari ale algoritmului, iar arcele E desemneaza tranzitii intre stari. O stare
este asociatd unui moment t al executiei algoritmului si corespunde valorilor
variabilelor algoritmului — inclusiv cele anonime, asa cum sunt cele ce desemneaza
eventualele inregistrari de activare ale algoritmului — la momentul t, precum si
instructiunii executate de algoritm la momentul t.

O tranzitie din starea u 1n starea v este guvernata de instructiunea executata in
starea u. Nodul rddécina s corespunde stéarii initiale a executiei algoritmului, iar nodul
destinatie s¢ desemneaza starea corespunzatoare terminarii cu succes a algoritmului.
Starea s¢ colecteazéa arcele de la nodurile success {sy,,s¢,,...,s¢,} ale fiecarei
cai corespunzatoare executiei N_alg(i). Aceste noduri corespund situatiei celei mai
defavorabile pentru fiecare asemenea cale. Notam:
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cdi (N_Alg,i) multimea drumurilor simple s . .s¢ din G(i).

— stari(d) starile (nodurile) de pe o cale decdi (N_alg,i). Fiecare stare s din
stari (d) este asociata unui moment de timp t al executiei seriale a caii d gi
desemneaza multimea variabilelor existente la momentul t al acestei executii
precum si instructiunea curent executata.

— timp_cale(d) timpul total necesar executiei seriale a tuturor prelucrarilor din
calea 4 (a tranzitilor intre starile din stari(d)). Prin conventie, timpul
tranzitiei (sy,;,s¢), i=1,r, este 0.

— spatiu_stare(s) spatiul consumat de variabilele corespunzatoare starii s,
excluzdnd datele nemodificabile ale algoritmului, Tn particular, datele de
intrare i. Prin conventie, spatiu_ stare (sg)=0.

Definitia 3.27 Fie N_alg un algoritm nedeterminist care rezolva o problemé de
decizie Q:1—»>{0,1}. Timpul si spatiul de memorie consumate de algoritm pentru
datele ier astfel incat g (i)=1 (problema are solutie, iar cdi (N_alg,i)=d) sunt:

N_timp(N_Alg,i) = min {Vde cdi(N_Alg,i) e timp_cale(d)}

N_spatiu(N_Alg,i) = min {Vde cdi(N_Alg,i) e spatiu cale(d)}, unde
spatiu_cale(d) = max {Vsestdri(d) e spatiu_stare(s)}

Se remarca perspectiva angelica a masurarii resurselor consumate de algoritm
pentru datele i: timpul celei mai rapide cai sg..sg din G(i) si spatiul minim dintre
cele maxime consumate de céile sj..s¢, desi spatiul total poate fi mult mai mare.
Timpul gi spatiul angelic se sprijind pe interpretarea: algoritmul ghiceste calea cea
mai rapida sau cu consum minim de spatiu catre solutie.

S& notam N_timp (Alg,n) Si N_spatiu(Alg,n), complexitatatiie angelice ale
algoritmului a1g din punctul de vedere al timpului si spatiului consumat in raport cu
dimensiunea n a datelor algoritmului. Spunem ca alg are complexitatea angelica
temporald/spatiala limitata in raport cu o functie £:N—>R, $i scriem N_timp (Alg,n)=
O (£(n)), respectiv N_spatiu(Alg,n)= O(£(n)), daca:

VieI | Q(i)=1 A dim(i)=n e N_timp(Alg,i)= O(£f(n))

VieI | Q(i)=1 A dim(i)=n e N_spatiu(Alg,i)= O(£f(n))

Masurile angelice N_timp (Alg,n) $i N_spatiu(Alg,n) ale timpului si spatiului
consumate de un algoritm nedeterminist sunt suficiente pentru a caracteriza
performanta algoritmului in orice situatie. Intr-adevar, daca pentru orice date i, astfel
incat Q(i)=1 $i dim(i)=n, timpul sau spatiul rezolvarii este limitat in raport cu £ (n),

deci N_timp(N_Alg,i)<k £(n), n>n,, Sau N_spatiu(N_Alg,i)<k' £(n), n> n'o ,
unde ng, n'o , k §i k' sunt constante, atunci depasirea timpului k £ (n) sau spatiului k'

£(n) opreste executia algoritmului pentru orice date cu dimensiunea n, rezultatul
algoritmului fiind 0, asa cum se sugereaza in figura 3.14.
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Depasire timp angelic,
oprire cu rezultat 0.

N_timp(N_alg,i)
Figura 3.14 Spatiul starilor executiei N_alg(i) pentru rezultat o

Ca si in cazul algoritmilor deterministi putem sa definim clase de algoritmi
nedeterministi cu complexitate impusa. Fie Q:1—»>{0,1} o problema de decizie,
rezolvabila prin multimea algoritmilor nedeterministi N_Algg, si £:N->R, o functie
totald peste N. Notam:

N_Algg (£)= {AlgeN_Ang | N_timp (Alg,n) = O(£f(n))},

N_Algg (£)= {AlgeN_Ang | N_spatiu(Alg,n) =O(£(n))},

unde n=dim(i) este dimensiunea datelor i. Multimea N_Algg (£) contine acei
algoritmi nedeterministi care rezolva problema @ in O(£(n)) unitati de timp, iar
N_Algg (£) contine acei algoritmi nedeterministi care rezolva problema g folosind
O (£ (n)) unitati de spatiu de memorie (biti).

Definitia 3.28 Fie £:N>R, o functie totald peste N. Clasele de probleme
rezolvabile prin algoritmi nedeterministi cu limitare £, temporala si, respectiv, spatiala
sunt:

NTIME (£) =gof {Q | N_Algg (£) # O}

NSPACE (£) =gos {Q | N_Algg (£) # O}
In particular,

NP = NPTIME =4.¢ |J NTIME(An.n¥)
k>0
NPSPACE =g ¢ |J NSPACE(An.n*)
k>0
NLOGSPACE =4o¢ NSPACE (An.lg(n)),

unde An.R(n) desemneaza o functie cu parametrul n si rezultatul R (n). Ca exemplu,
sa reconsideram problema Gap, a accesibilitatii intr-un graf, de data aceasta rezolvata
folosind un algoritm nedeterminist.
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Propozitia 3.12 GAP € NLOGSPACE $i GAP € NPTIME.

Construim algoritmul nedeterminist N_cap de mai jos si aratam ca are
complexitate spatiald O (1g (n)) $i complexitate temporala O (n).

N GAP(G,i,j) { // G are nodurile V(G) si arcele E(G)
// Existd drum i..j in G?
n = card(V(G)) ;
u=1i;
lung = 0;

while(u # j) {
v = choice (V(G)) ;
lung++; // lungime drum (numdr arce)
if((u,v)eE(G) v lung 2n) fail;
u=v;

}

success;

}

1. GAPeNLOGSPACE. Fiecare stare a algoritmului contine doar patru variabile,
anume n, lung, u $i v, care contribuie la consumul de spatiu al algoritmului
(variabilele G, i si j sunt read-only). intr-adevar, prin efectul instructiunii choice, sunt
construite noi copii ale algoritmului, incluzand variabilele folosite. Astfel, pot exista mai
multe copii ale algoritmului functiondnd simultan, dar fiecare copie contine doar patru
variabile care consuma spatiu. Pentru ca numerele cu care se lucreaza au valoare cel
mult n, spatiul de memorie folosit este O (1g (n)).

2. GAPeNPTIME. Pentru ca un drum in spatiul starilor algoritmului corespunde
unui drum Tn graful G, iar lungimea drumurilor explorate in ¢ este cel mult n, algoritmul
se opregte in O(n). Cu importantd marginala, putem observa ca N_Gap se termind
imediat ce drumul cel mai scurt i..j din ¢ este gasit. Un astfel de drum nu poate
contine cicluri, deci este drum simplu. =

3.4.3 Relatii intre clase de probleme

Evitam relatiile banale de tipul £ (n)=0 (g (n))=>TIME (f) cTIME (g) $i discutam
despre relatii intre clase cu natura diferitd, anume relatii timp-spatiu si relatii
determinism-nedeterminism.

Teorema 3.12 TIME(f) < NTIME (f)
SPACE (£) < NSPACE (f)

Un algoritm determinist, fie el alg, poate fi considerat nedeterminist, avand o
singura cale in spatiul starilor. Deci dacé alg are complexitate O (£ (n) ) inseamna c3,
implicit, existd un algoritm nedeterminist cu aceeasi complexitate. Prin urmare,

Algg (f);N_Algg (£) si Algf2 (f)gN_Algf2 (£) pentru orice problema @. m
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Corolarul 3.3 LOGSPACE C NLOGSPACE
PTIME c NPTIME (SauP < NP)
PSPACE C NPSPACE

Incluziunile deriva din definitiile (3.26), (3.28) si din teorema (3.12). =
Se demonstreaza ca:
LOGSPACE C NLOGSPACE C PTIME C NPTIME C PSPACE = NPSPACE.
De asemenea, se poate generaliza conceptul de completitudine si duritate

pentru diversele clase de complexitate. Aceste probleme depasesc obiectivele
cursului.
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