Acest document contine demonstratia teoremei lui Cook, cu unele adaugiri in
raport cu cartea "Introducere in Analiza Algoritmilor". Util este, mai ales, exemplul de
constructie a formulei Fp . p pentru un algoritm nedeterminist simplu.
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3.2.4 Teorema lui Cook

Cunoasterea unei probleme NP-conpl ete este deosebit de importanta, fiind
baza constructiei intregii ierarhii NPC. O asemenea problema este cea a satisfiabilitatii
unei formule in calculul propozitional, iar NP- completitudinea ei este consecinta
teoremei lui Cook.

Definitia 3.19 Numim formula propozitionala in forma normala conjunctiva (pe
scurt CNF) o formula cu sintaxa conventionala:

<variabild> ::= un simbol care poate fi asociat unei unice valori de adevar
din multimea {0, 1}

<literal> ::= <variabilad> | -=<variabila>

<t er ren> = <literal>| (<literal> [O<literal>]")

<formuld> ::= <termen> [0 <ternen>] *

unde -~ este negatia logica, iar O si Osunt conectorii logici sau, si. Consideram ca un
termen nu are aparitii redundante ale literalilor (o variabila poatd sa apara doar de
doua ori intr-un termen, cu si fara negatie), iar formula nu contine termeni identici.

O formula CNF F este satisfiabila daca exista o asociere (legare) a variabilelor
din F la valori de adevar astfel incat valoarea lui F sa fie 1.

Fie problema: pentru o formulda CNF F sa se determine daca F este satisfiabila.
Problema poartd numele de problema SAT: problema satisfiabilitatii unei formule
propozitionale in form& normal conjunctiva. De exemplu, formula F = (xq O -x, O
x3) O (xq O xp O -x3) este satisfacuta pentru x,=1, indiferent de valorile celorlalte
variabile.

Teorema 3.7 (Cook) SAT OP daca si numaidaca P = NP.

P = NP O SAT OP. Sa consideram urmatorul algoritm nedeterminist de
rezolvare a problemei SAT:

N_SAT(F) {
/1 F este formula CNF
Var = variabile(F); // card(Var) = n
for-each(xOVar) x = choice({0, 1});

/1 Verificare satisfacere F in raport cu valorile variabilelor
for-each(termO termeni (F)) {

satisf_term= 0;

for-each(x0OVar)

if((literal x)OtermO x=1 O (literal =x)0Oterm O x=0)
{satisf_term=1; break;}

if(-satisf_term fail;

}

SUCCesSS;
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Dacid n este numarul variabilelor din formuld, iar m=O(nK) este numérul
termenilor, limitat polinomial in raport cu n, atunci complexitatea algoritmului N_SAT
este polinomialad: O(nK*¢+1) unde O(nC) este complexitatea cautarii unui literal intr-
un termen (operatile (literal x)Oterm gi (literal =xOtern)). Prin urmare
SATONP. Daca P = NP si SAT ONP rezulta imediat SAT OP.

SATOP O P = NP. Implicatia se demonstreaza ardtdnd ca pentru orice
algoritm Al gONP - cu complexitatea polinomiala p( n), unde n este dimensiunea datelor
D ale lui Al g - exista o formula CNF echivalents, fie ea Fp ¢ p, astfel incat:

* Fag,pareun numar polinomial de variabile si termeni in raport cu p(n) si,
de asemenea, se poate construi In timp polinomial in raport cu p(n) .

* Fa g, p este satisfiabila daca si numai daca Al g se termind cu succes
pentru datele ge intrare D.

Cu alte cuvinte, se arata ca pentru orice problema Q O NP avem Q g, SAT.
Deoarece SATO NP, rezultd ca SAT este NP-completa Si, conform teoremei (3.55), daca
SAT 0OP, atunci P = NP.

Constructia mai usoara a formulei Fp ¢ p impune restrictionarea modului de
specificare a algoritmului Al g, dar fara a afecta functionalitatea acestuia. Restrictiile se
refera la structura de control si la variabilele algoritmului.

Controlul executiei algoritmului

* Instructiunile algoritmului sunt etichetate 1,2,...,1, in secventd de la
prima la ultima instructiune din specificatia textuala a algoritmului. Prima instructiune
executata este instructiunea cu eticheta 1.

+ Controlul executiei se realizeaza folosind doar doua instructiuni de salt:
if (variabild) goto i i, respectiv, goto i, pentru o etichetd i O/ 1, | ] . Predicatele
sunt simple variabile cu valori booleene. Valorile expresiilor mai complicate trebuie
atribuite unor variabile pentru a fi testate.

Variabilele algoritmului

« In algoritm nu apar constante. Constantele sunt reprezentate prin variabile
considerate ca parametri suplimentari ai algoritmului.

» Initial, valoarea oricarei variabile a algoritmului este 0. Exceptie fac doar
variabilele cu rol de parametru, initializate cu datele D ale algoritmului sau cu valorile
constante reprezentate de unele variabile (valori considerate parte a datelor D).

+ Consideram ca valoarea oricarei variabile este reprezentata prin w biti,
numerotati 1. . . wde la dreapta spre stédnga. Prin conventie, o valoare cu bitul de rang
1 egal cu 1 corespunde valorii adevarat, iar o valoare cu bitul de rang 1 egal cu 0
corespunde valorii f al s.
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+ Variabilele din algoritmul Al g sunt scalare, vectorii fiind reprezentati prin
multimi de variabile scalare. De exemplu, vectorul v cu m elemente este reprezentat
de variabilele v1, v2, ..., vmiar atribuirea x = v; este inlocuité prin codul de mai jos,
unde variabila val _k, k=1,2,...,m reprezintd constanta k, iar variabila val _v
reprezinta valoarea variabilei v; .

eq: test = i#val _1; N
if(test) goto ep;
val _v = vl;
goto emy1;
Ce > cod indexare vj
ex: test = i#val _k;
if(test) goto eyyq;
val _v = vk;

got o emy1; Y

emr1s X = val _v;

+ Deoarece se considera ca fiecare operatie efectuata in cursul executiei
algoritmului Al g dureaza o unitate conventionald de timp, numarul variabilelor folosite
de algoritm nu poate depasi ¢ p(n), cu ¢ constant. Notdm cu Var multimea variabilelor
folosite de algoritm, card(Var)<c p(n).

Restrictiile introduse nu reduc puterea computationald a algoritmilor. Este
suficient s& ne gandim la un algoritm (determinist) direct codificabil intr-un limbaj de
asamblare sau la codul nativ generat de un compilator.

Constructia formulei Fp g, D priveste o cale posibila din executia algoritmului
nedeterminist Al g ca pe o secventa de stari. O stare este un triplets = [, var,t[]
unde t este momentul de timp corespunzator starii s, e este eticheta instructiunii
executatd la momentul t, iar var este multimea valorilor variabilelor Var ale
algoritmului la momentul t. Timpul curge incepand de la 1 (momentul initial, cel al
executiei instructiunii 1) cu increment unitar pana la momentul p(n), cand executia se
termina. Formula CNF Fp ¢ p trebuie construitd in asa fel incat:

1. Sa reflecte conditile de corectitudine ale oricarei secvente de stari
@®q,varq, 10..., By, vary, p(n) 0 ce poate rezulta in urma executiei
algoritmului nedeterminist Al g.

2. Sa fie satisfiabila daca si numai daca exista o secventd de stari care
corespunde executiei cu succes (executie seriald) a unei cai din arborele
copiilor algoritmului.

Formula nu va descrie fiecare flux particular de instructiuni executate de
algoritm, ci doar conditiile ca un flux corect (oricare flux, adica o secventa corecta de
stari) sa existe. Interesantd este, din acest punct de vedere, si modalitatea
reprezentérii atribuirii v = choice({Sy, Sp,...,S¢}) si, implicit, descrierea
functionarii algoritmului fara a-i reprezenta explicit cele k copii. Efectul atribuirii este
descris ca o disjunctie de termeni din formula Fp ¢ p, termeni ce desemneaza toate
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valorile posibile ale variabilei v la un moment dat de timp. In acest mod, putem descrie
un flux generic de instructiuni ale Iui Al g farad a preciza carei copii a algoritmului i
apartine fluxul. Cu alte cuvinte, putem descrie simultan toate fluxurile corecte de
instructiuni pe care le poate genera algoritmul in cursul executiei sale.

Constructia formulei Fp g p Utilizeaza urmatoarele clase de variabilef]cu valori
de adevar {0, 1}.

1. Variabile de forma B(x,i,t), xOvar, i0Ol..w, t0OL..p(n). B(x,i,t)
corespunde bitului de rang i al valorii variabilei x la momentul t . B(x,i,t)=1 arata ca
bitul i este 1 la momentul t, iar B(x,i,t)=0 arata ca bitul i este 0 la momentul t.
Astfel, formula [ -B(x,i,t) este satisfiabila dacd si numai daca variabila x a

i=1Lw
algoritmului are valoarea 0 la momentul t .

2. Variabile de forma S(k,t). S(k,t)=1 indica executia instructiunii k la
momentul t, iar S(k, t ) =0 arata ca la momentul t nu se executa instructiunea k.

Formula Fp g p contine sase tipuri de sub-formule CNF care descriu
corectitudinea starilor pe care le poate genera orice flux al executiei instructiunilor
algoritmului la diverse momente de timp 1 <t <p(n):

FAIg,D: Init OStart O Serial OFlow O Eval O Stop

Init descrie starea initiala a variabilelor algoritmului. La momentul t = 1
variabilele din Var au valoarea 0, cu exceptia celor cu rol de parametru, care sunt
initializate conform datelor D.

Init = O Ty i
xOVar '
i=lLw
Ty i = B(x,i,1), daca x este parametru al Al g si bitul i din valoarea variabilei

x este 1 conform datelor D

Ty i=-B(x,i,1), daca x nu este parametru al Al g sau daca x este parametru
si bitul i din valoarea sa este 0 conform D

Se observa imediat ca I nit este CNF si este satisfiabila daca si numai daca
initializarea variabilelor algoritmului este corecta.

Start arata ca prima instructiune executata de algoritm este cea etichetata 1.

Start = S(1,1) O [J =S(i,1)
i=2,1

1 Din acest moment trebuie sa distingem intre variabilele algoritmului Al g si cele ale
formulei Fp| g, D Totodata, trebuie s& observam ca fiecare literal din Fp) g, Dare o interpretare
fixata in raport cu care probam satisfiabilitatea formulei.
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Formula Start este CNF si este satisfiabila dacd si numai dacé executia
algoritmului incepe lat = 1 cu instructiunea a carei eticheta este 1.

Serial descrie executia seriala a oricarui flux de instructiuni din algoritmul
Al g. La un moment de timp t este executata o singura instructiune a unui flux.

Serial = [ (( 0O S(i,t)) O O (=S(i,t) O=S(j,t)) )
t =1, p(n) i =11 ij=11
i #]

Formula arata ca la orice moment t in cursul executiei unui flux de instructiuni al
algoritmului exista o instructiune executata si aceasta este unica. Daca la momentul t
exista doua instructiuni i # executate intr-un flux atunci termenul =S(i,t) O-S(j,t)
este fals, iar formula Seri al nu este satisfacuta. Formula este in forma CNF si este
satisfiabila doar in cazul executiei seriale a oricarui flux de instructiuni al algoritmului.Z]

Flow completeazé proprietatea de serialitate a executiei fluxurilor de
instructiuni ale algoritmului. Pentru fiecare instructiune i a algoritmului Al g si pentru
fiecare moment de timp t din cursul executiei, FI ow contine un termen care arata ca:

+ fieinstructiunea i nu este executata la momentul t,
+ fiei este executatd la momentul t, iar instructiunea executata la momentul
t +1 este univoc determinata conform instructiunii i .

Fl ow = O (=S(i,t)O Nexti,t)

Next; ¢ = S(i,t+1), daca instructiunea S(i,t) este success sau fail. Prin
urmare, dupa executia unei astfel de instructiuni terminale se pretinde ca algoritmul
bucleaza pe instructiunea respectiva.

Nexti ¢ = S(j,t+1),daca instructiunea S(i,t) este goto j;

Nextj ¢ = (B(x,1,t) O S(j,t+1)) O (=B(x,1,t) O S(i+1,t+1)), daca
instructiunea S(i,t) este if(x) goto j. Atunci, daca valoarea variabilei x din Al g
este adevdrat la momentul t, urmatoarea instructiune executatd este j. Altfel
algoritmul continua cu instructiunea i +1. Desi termenul (-S(i,t)O Nextj ), cu
Nextj ¢ in forma de mai sus, nu este CNF, el poate fi convertit in forma CNF conform:
al(b Oc)O(d Oe)=(aObbOd)O(aOcOd O(aObOe)O(alOcOe).

Nextj ¢ = S(i+l,t+1), dacad S(i,t) nu este o instructiune de control
success, fail,goto,if...goto.

Conform particularizarilor termenului Next;  rezulta ca Fl ow este CNF si este
satisfiabilda daca si numai daca algoritmul are o executie corectd in ceea ce priveste
determinarea urmatoarei instructiuni de executat.

2n prezenta formulei SERI AL, formula START poate fi simplificatd START= S(1, 1) .
Initial, s-a preferat forma redundanta pentru o simplifica explicatia.
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Eval  corespunde executiei efective a instructiunii de la momentul t si
modificarii valorilor variabilelor Var ale algoritmului. Pentru fiecare instructiune i a
algoritmului Al g si pentru fiecare moment de timp t din cursul executiei, Eval contine
un termen care arata ca:

+ fieinstructiuneai nu este executata la momentul t,
« fiei este executata la momentul t, iar valoarea variabilelor Var la momentul
t +1 este cea corespunzatoare instructiunii i i valorilor Var la momentul t .

Eval = O (-S(i,t)0Eval; )
I(n)-1 '

—_—

=1,
i=1,

Daca instructiunea S(i, t) nu este o atribuire, atunci

Evalj (= DI\:/l ((B(x,j,t) OB(x,j,t+1)) O (=B(x,j,t) O=B(x,j,t+1)))
xOVar
j=1,w

In acest caz, formula Eval ; .t este satisfiabila daca si numai daca variabilele
algoritmului Tsi pastreaza nealterate valorile atunci cand nu sunt modificate explicit.
Termenul -S(i,t) O Eval { nu este in forma CNF, dar poate fi transformat conform
echivalenteia O (b Oc) O(=b O=c) =(aO=-b Oc) O(aOb Onc).

Daca s(i,t) este o atribuire de forma x = choice({Vy, Vo, ..., V}), unde
Vi, i =1, k, sunt variabile (scalare) din Al g, atunci la momentul t +1:

e variabilele din var diferite de x isi pastreaza valorile de la momentul t ;
« variabila x poate avea orice valoare desemnata de variabilele Vi, j=1, k.

in acest caz, formula Evalj ¢ nu reflecta in mod explicit constructia copiilor
algoritmului. Esentiala este descrlerea posibilitatii de a lega variabilele algontmulw la
toate valorile corecte inclusiv cele specificate in instructiunile choi ce. Este ca si cum
intregul arbore al executiei algoritmului Al g, arbore ale carui noduri corespund
instructiunilor choi ce, ar fi aplatizat, fiecare instructiune din Al g fiind eligibila pentru
executie in egald masura. Perspectiva oarecum stranie este posibila, deoarece
formula construitd nu descrie executia unei anumite copii a algoritmului, ci doar
restrictiile ce trebuie indeplinite pentru executia corecta a oricarei copii, deci practic a
tuturor copiilor.

Eval i t=

O ((B(y,j,t) OB(y,j,t+1)) O(=B(y,j,t) O=B(y,j,t+1))) O
yOVar
y #X
j=1,w

0 O ((B(Vy,j,t) OB(x,j,t+1)) O (=B(V,,j,t) O=B(x,j,t+1)))
r=1,k j=1,w

Formula -S(i, t) OEval  nueste CNF, dar poate fi adusa la forma CNF.
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Daca S(i,t) este o atribuire x = expresi e, unde expresi e nu este choi ce,
atunci Eval ;  este o formula care expliciteaza restrictiile ce trebuie indeplinite de
valorile var|ab|lelor din expresie si de B(x,j,t+1), j=1, w, astfel incat operatiile din
expresie sa fie corecte. Functionalitatea expresiei este descrisa prin preconditii si
postconditii. Ca exemplu simplu, consideram ca instructiunea S(i,t) este atribuirea
x =y 0O z in urma careia x ia valoarea adevirat la momentul t +1 daca si numai
daca valorile variabilelor y si z sunt adevirat la momentul t, adica (ytztoxt+1) o
(xt*1oyt ozt . Doar bitul 1 al valorii lui x trebuie sa fie determinat la momentul t +1;
ceilalti biti ai lui x pot avea orice valori. in acest caz forma ONF a lui Eval ; .t este:

Evali’t: (=B(y,1,t) O0-B(z,1,t) OB(x,1,t+1)) O
(B(y,1,t) O-B(x,1,t+1)) O(B(z,1,t) O-B(x,1,t+1)) 0O

O ((B(y,j,t) O=B(y,j,t+1)) O(=B(y,j,t) OB(y,j,t+1)))
yOVar
Yy #X
J=1,w

Pentru operatii aritmetice dificultatea sintezei lui Eval;  creste substantial.
Ocolim aici constructiile care arata exista formule Eval j ¢ pentru operatiile aritmetice
uzuale si pentru compunerea lor. Toate aceste formule pot fi aduse la forma CNF si Tsi
pastreaza lungimea polinomiala in raport cu n (marimea datelor D).

Constructia unui termen Eval arata ca formula rezultatd este CNF si este
satisfiabila daca si numai daca modificarea valorilor variabilelor lui Al g este corecta in
raport cu instructiunea executata in fluxul generic de instructiuni al algoritmului.

St op  corespunde terminarii cu succes a algoritmului, deci executiei uneia din
instructiunile success din Al g. Sa presupunem ca etichetele instructiunilor success
sunt:eq, ep, ..., €.

Stop = [ S(ej, p(n))
i=1r

Formula St op este satisfiabila daca si numai daca la momentul p(n) se executa
o instructiune success. De remarcat ca instructiunea success poate fi executatad prima
data la un moment de timp t < p(n). Conform constructiei formulei FI ow, algoritmul
continua sa execute instructiunea pana la momentul p(n) .

Conform constructiei celor gase tipuri de formule, rezultd ca Fp g9,D este CNF si
este satisfiabila daca si numai daca Al g(D) are un flux corect de instructiuni care
conduce la terminarea cu succes a algoritmului. De asemenea, formulele pot fi
construite in timp polinomial, functie de p(n), pornind de la Al g. Rezulta ca problema
Qa gONP rezolvata de algoritmul Al g satisface Qy g <p SAT. ®
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Un exemplu de reducere Al g(D) <p SAT

Ca exemplu de constructie a formulei Fp ¢ p s consideram algoritmul de mai
jos, unde variabilele x si y sunt booleene si au un singur bit. Algoritmul decide daca
macar una din variabilele x si y este 1 (realizeaza calculul x O y). Datele algoritmului
sunt D=(1, 0), n=2, timpul de executie al algoritmului este p(n)=3, iar numarul de
instructiuni este | =4.

Ag(x,y) {
1: x = choice{x,y};
2: if(x) goto 4;
3: fail;
4: success;

}

Pentru datele D, x=1 si y=0, formulele din Fp g p sunt construite ca in
demonstratia teoremei lui Cook si, pentru claritate, nu sunt toate in forma CNF.

INT = B(x,1,1) O=B(y,1,1)
START = §(1,1)
STOP = S(4, 3)

SERIAL= [] (S(1,t) OS(2,t) OS(3,t) OS(4,t)) O
t =13
(=S(1,t) O-S(2,t)) O
(=S(1,t) O-S(3,t)) O
(=S(2,t) OAS(3,1t))

FLOW= [J (=S(1,t) OS(2,t+1)) O
t =12
(=S(2,t) OB(x,1,t)0 S(4,t+1) O-B(x,1,t)0 S(3,t+1)) 0O
(=S(3,t) OS(3,t+1)) 0O
(=S(4,t) OS(4,t+1))

EVAL = [J [-S(1,t) O
t =12

(B(x,1,t) OB(x,1,t+1)
B(y,1,t) OB(x, 1,t+1)
(B(y,1,t) OB(y, 1,t+1)

[=-S(2,t) O
(B(x,1,t) OB(x,1,t+1) O =B(x,1,t) O-B(x,1,t+1)) 0O
(B(y,1,t) OB(y,1,t+1) O -B(y,1,t) O-B(y,1,t+1))]0

[-S(3,t) O
(B(x,1,t) OB(x,1,t+1) O -B(x,1,t) O-B(x,1,t+1)) 0O
(B(y,1,t) OB(y,1,t+1) O =B(y,1,t) O-B(y, 1,t+1))]

-B(x,1,t) O-B(x,1,t+1) O
-B(y,1,t) O-B(x,1,t+1)) O
-B(y,1,t) O-B(y,1,t+1)] O

[y |

Pentru a studia satisfiabilitatea formulei Fp) g p = Init O Start O Serial O
Flow O Eval O Stop folosim notatia:

Oformula (t=k) - legdri variabile din Fp g,D
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Notatia indica ce legari ale diverselor variabile de forma B(x,i,t), B(y,i,t) i
S(i, t) suntnecesare pentru a satisface sub-f or nul a din Fp| 4 p pentru momentul de
timp t =k al executiei algoritmului Al g cu datele D. Legarile indicate tin seama de toate
legarile deja deduse ale variabilelor din Fp| 4 p

OIN T B(x,1,1)=1, B(y,1,1)=0

OSTART- S(1,1)=1

OSERIAL (t=1) - S(2,1)=5(3,1)=S(4, 1) =0

OEVAL (t=1) - B(x,1,2)=0 sau B(x, 1,2)=1, B(y,1,2)=0
OFLOW (t=1) - S(2,2)=1

OSERIAL (t=2) - S(1,2)=5(3,2)=S(4,2)=0

Varianta 1. B(x, 1, 2) =0

OFLOW (t=2) - $(3,3)=1

OEVAL (t=2) - B(x,1,3)=0, B(y,1,3)=0
OSER AL (t=3) - S(1,3)=S(2,3)=S(4,3)=0
OSTOP- 0

Fal g, 070 pentru fluxul de instructiuni 1, 2, 3 executat pentru copia algoritmului
in care x=0 dupa executia instructiunii choi ce. Legarea variabilelor este:

B(x,1,1) =1

B(x,1,2) = B(x,1,3) = B(y,1,1) = B(y,1,2) = B(y,1,3) =0
S(1,1) = S(2,2) = §(3,3) =1

S(4,1) = S(4,2) = S(4,3) =0

S(1,2) = S(1,3) = S(2,1) = S(2,3) = S(3,1) = S(3,2) =0

Varianta 2. B(x, 1,2)=1

OEVAL (t=2) - B(x,1,3)=1, B(y,1,3)=0
OFLOW (t=2) - S(4,3)=1

OSERIAL (t=3) - S(1,3)=S(2,3)=S(3,3)=0
OSToP- 1

Fal g, 071 pentru fluxul de instructiuni 1, 2, 4 executat pentru copia algoritmului
in care x=1 dupa executia instructiunii choi ce. Legarea variabilelor este:

B(x,1,1) = B(x,1,2) = B(x,1,3) =1

B(y,1,1) = B(y,1,2) = B(y,1,3) =0

S(1,1) = S(2,2) = S(4,3) =1

S(3,1) = S(3,2) = 5(3,3) =0

S(1,2) = S(1,3) = S(2,1) = S(2,3) = S(4,1) = S(4,2) =0

Se verifica propozitia: F5 ¢ p este satisfiabila daca si numai daca exista o cale
terminata cu succes in arborele executiei algoritmului Al g pentru datele D.
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