Partea de mai jos introduce unele notiuni privind calculul in sens Turing, ca
perspectiva a calculabilitatii efective.

Relatii, functii
si calcul in sens Turing

1 Relatii

O relatie R peste multimile M5, i=1,n, este o submultime a produsului cartezian
MpxMpx. - xMp. Un <_alement al relatiei R este un tuplu (X1:%2, - --.Xp) CU XjeMj,
i=1,n. Dacd n=2 si M{=M, spunem c& R este o relatie binard peste M gi pentru
(x,y)eR putem scrie x R y (de exemplu, scriem 2<5 ca alternativa pentru (2,5) e<).

Domeniul dom(R), respectiv codomeniul ran(R), unei relatii binare R peste M
$i My corespund multimilor:

dom(R) =gef {VxeMi,yeMy | (X,y)eR o x}
ran(R) =gef {VxeMi.yeMs | (X,y)eR o y}

O relatie binara R peste M; si M, este totala daca:
VXeM1,yeMy o (X,y)eR v (¥,X)eR

Relatia < este totala peste N, in timp ce relatia < nu este totala (prechile de
forma (x,x) nu sunt in relatia <).

Fie P o proprietate a elementelor lui M, proprietate care poate fi privita ca o
submultime PcM a elementelor din M ce satisfac P, iar R o relatie binard peste M.
Spunem ca propriatatea P este pastrata de relatia R daca:

vxeM,yeM | (X,y)eR ¢ P(X) = P(y)
O relatie binara R peste M este:

— reflexiva, daca vxeM ¢ (x,x)eR

— ftranzitiva, daca vxeM,yeM,zeM | (X,y)eR A (y,z)eR e (X,z)eR
— simetrica, daca vxeM,yeM | (X,y)eR e (y,x)eR

— antisimetrica, daca vxeM,yeM | (X,y)eR A (Y,X)eR ¢ x=y
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Fie R o relatie binara peste o multime M. Spunem ca relatia R este de:

— preordine, daca este reflexiva si tranzitiva;

— ordine partiala, daca este de preordine gi este antisimetrica;
— ordine totald, daca este de ordine partiala si este totala.

— echivalentd, daca este simetrica, reflexiva si tranzitiva.

Daca R este o relatie de echivalenta peste o multime M, iar x este un element
din M, definim clasa de exhivalenté a lui x ca o multime:

R[a] = {yeM | (X,y)eR}
De exemplu, < este o relatie de ordine totala peste N, iar relatia
R= {VxeN,yeN | x+y este par ¢ (x,y)}

este o relatie de echivalentd peste N. Pentru orice xeN impar avem clasa de
echivalentd R[x] = {yeN | y este impar}, iar pentru orice xeN par avem R[x] =
{yeN | y este par}.

Fie R o relatie binara peste o multime M. inchiderea refelexiva a relatiei R este
cea mai mica' relatie reflexiva R™ peste M astfel incat ReR". Constructivist,

R*= {VxeM o (X,X)} UR

Fie R o relatie binard peste o multime M. Inchiderea tranzitiva a relatiei R, notata
R*, este cea mai mica relatie tranzitivd R* peste M astfel incat RcR*. Constructivist,

R*= JRj
i

unde, Ry =R
Rj+1= Rju {VxeM,yeM,zeM | (X,¥)eRj A (¥,2)eRj * (X,2)}, i2l

Fie R o relatie binara peste o multime M. Inchiderea reflexiv-tranzitiva a relatiei
R, notatd R™, este cea mai mica relatie reflexiva si tranzitivd R* peste M astfel incat
RcR™. Constructivist,
R™ = {VxeM e (X,X)} U R*.

2 Functii

O functie f din A in B, notata £:A—B, este o relatie binara ¥ < AxB care satisface
restrictia:
VxeA,yeB,zeB o (X,y)ef A (X,2)ef = y=z

T R" este cea mai mica in sensul c& pentru orice relatie reflexiva R™ exista implicatia
ReR™ = R"cR™.
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Pentru orice xeA exista cel mult o pereche (x,y)ef. Daca (x,y)ef spunem ca
functia este definita in punctul x si scriem y=Ff(x) intelegand ca f are valoarea y in
punctul x. Prin conventie, daca f nu este definitd Tn x scriem f(x)=L, iar daca f este
definita in x scriem f(x)=L sau f(x)=y, presupunand ca simbolul L nu este in A si nici
in B.

Domeniul functiei f:A—B, notat dom(f), este submultimea punctelor din A in
care T este definitd. Codomeniul lui ¥, notat ran(f), este multimea valorilor functiei f.
La fel ca si pentru relatii,

dom(F)=gef {xeA | @yeB ¢ (x,y)eP}
ran(P=gef {yeB | (@xeA o (x,y)ef)}

Functia f:A—B este fotald (peste A) daca vxeA e (IyeB o (Xx,y)ef), deci
daca dom(F)=A. Altfel, daca dom(f)cA, spunem ca f este partiala (peste A).

Functia f:A—»B este injectivd daca pentru puncte distincte din A are valori
distincte, adica
Vvxedom(F),yedom(F) ¢ F(X)=F(y) = x=y

Functia f:A—>B este surjectivd daca VyeB e (IxeA o y=F(x)), deci daca
ran(f)=B.

O functie f:A—B totala, injectiva si surjectiva este bijectiva (o bijectie A-»B). In
acest caz, spunem ca multimile A si B sunt echipotente.

Doua functii f:A—»B si g:A—»B sunt egale daca si numai daca au acelasi
domeniu si aceeasi valoare pentru fiecare punct din domeniu. Scriem f=g pentru a
specifica egalitatea functiilor.

f=g © VxeA ¢ (F(X)=L A g(X)=1) v (@yeB o F(X)=y A g(X)=y)

Prin urmare f(x)=g(x) arata fie ca :

— T si g sunt definite Tn x si au aceeasi valoare, fie ca
- Ffx)=Ll si g(x)=L

2.1 Functii primitiv-recursive

O functie F:N" — N este obtinutd prin transformare directd dintr-o functie
g:N"> N daca
F(x1.%x2,--->Xp) = 9(V1,V2,---,Vp)

unde xj, i=1,n, sunt variabile cu valori in N, iar vj este fie o variabila xj, 1<i<n, fie o
constantd din N. Prin conventie, scriem f=Tr[g] pentru a indica posibilitatea
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constructiei lui ¥ printr-o transformare explicitd a lui g, dar fara a preciza detaliile
transformarii.

O functie f:N" — N este obtinutd prin compunere pe baza functiilor h:N"-N,
gj:N" - N, i=1,n, daca pentru orice vector de valori X" = (X1,X5,-..,xp)eN"
avem:

£ xM

h(g1C XM, g2C XM, ..., gn( xM), dacd Viel..n o gj( xM=L
f( x") = 1,dacdJiel..n o gj( xM=L

Prin conventie, scriem f=Cp[h,g7,92, - - - 9] pentru a indica constructia lui ¥
prin compunere.

O functie f:N"*1 5 N este obtinutd prin recursivitate primitiva, pe baza
functiilor h:NM*25N, g:N" - N, daca:

(0, XM = g( xM

| h(m, x",f(m, xM)), daca f(m, x") =L
f(m+1, xM) = |

| L altfel

Prin conventie, scriem f=Pr[g,h] pentru a indica constructia lui £ prin
recursivitate primitiva pe baza functiilor g si h.

O functie este primitiv-recursivd daca poate fi obtinutad printr-un numar finit de
pasi de aplicare a operatiilor de transformare directd, compunere si recursivitate
primitiva pornind de la functiile de baza zero (functia constantad Ax.0) si succ (functia
succesor Ax.x+1). Alternativ, clasa functiilor primitiv-recursive este cea mai mica clasa
de functii care contine functiile de baza zero si succ si este inchisé sub operatiile de
transformare directd, compunere si recursivitate primitiva. Prin urmare, o functie
primitiv-recursiva poate fi scrisd f=E, unde E contine doar transformari Tr, Cp $i Pr
aplicate functiilor zero si succ.

Se poate demonstra [Tay 98] ca orice functie primitiv-recursiva este total&2. De
exemplu, functiile definite mai jos sunt primitiv recursive si totale.

Convenim sa scriem Axq, Xo,...,Xp-calcul pentru a desemna o functie n-ara
cu parametrii xj, i=1,n, $i cu valoarea f(x1,X2, .. -,Xq) obtinutd conform calculului
calcul (parametrizat in raport cu xj, i=1,n). De asemenea, aplicatia f(x) va fi scrisa
uneori si sub forma (f x).

id(0) = zero(0)

id:N > N id este functia identitate
0 =
id(n+l) = succ(id n) = An,r.(succ r) (n,id(n))

2 Functiile de baza sunt totale, iar transformarea explicitd, compunerea functionala sau
recursivitatea primitiva generaza o functie totala prin aplicare asupra unor funciii totale.
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id = Pr[zero, An,r.(succ r)] = Pr[zero,Tr[succ]]

pred:N — N pred(n) calculeaza predecesorul lui n, cu limitare la 0.
pred(0) = 0 = zero(0)
pred(n+l) = n = id(n) = An,r.(id n) (n,pred(n))

pred = Pr[zero, An,r.(id n)] = Pr[zero,Tr[id]]
zerop:N —» N zerop(n) este 1 daca n=0 si 0 altfel

zerop(0)

= succ 0 = succ(zero 0)) = Cp[succ,zero](0)
zerop(n+1)

1 =
=0 = Aan,r.(zero n) (n,zerop(n))

zerop = Pr[Cp[succ,zero], An,r.(zero n)]
= Pr[Cp[succ,zero],Tr[zero]]

plus:N2 > N plus(n,m) calculeazd suma n+m

plus(O,m) = m = id(m)
plus(n+1,m) = succ(plus(n,m)) = An,m,r.(succ r)(n,m,plus(n,m))

plus = Pr[id, An,m,r.(succ r)]= Pr[id,Tr[succ]]
dif:N2 » N plus(n,m) calculeaza diferenta n-m, cu limitare la 0
dif(n,m) = dif"(m,n) = Tr[dif"]

unde dif"(n,m) calculeaza diferenta m-n, cu limitare la 0

id(m)

dif"(0,m) =
pred(dif*(n,m)) = an,m,r.(pred r)(n,m,dif*(n,m))

=m
dif"(n+1,m) =

dif" = PrLid, An,m,r.(pred r)]= Pr[id,Tr[pred]]
dif = Tr[Pr[id,Tr[pred]]]

ori:N2 - N ori(n,m) calculeazd produsuln * m

ori(0,m)

= zero(0)
ori(n+l,m)

0 =
= plus(m,ori(n,m)) = an,m,r.(plus(m,r))(n,m,plus(n,m))
ori = Pr[zero, An,m,r.(plus(m,r))] = Pr[zero,Tr[plus]]

mic:N2 > N mic(n,m) este 1 daca n<msi 0 altfel.

mic(n,m)= dif(1,zerop(dif(m,n)))

Daca n > mavem mic(n,m) = dif(1,zerop(0))

= dif(1,1)
Daca n < mavemmic(n,m) = dif(l,zerop(m-n)) =

=0
dif(1,0) =

1

mic(n,m) = dif(in,m.(succ(zero n))(n,m),
an,m._(zerop(dif(m,n)))(n,m))
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mic = Cp[dif,Tr[Cp[succ,zero]],Tr[Cp[zerop,Trdif]l]]1]
O alta varianta, mai directa, a functiei mic este:
mic(n,0)

=0
mic(O,m+1) = 1
mic(n+1,m+1) = mic(n,m)

2.2 Functii partial-recursive

O functie £:N" —» N este obtinutd prin minimizare (sau p-transformare) pe
baza unei functii g:N"*1 - N, daca:

FC XM = py, g(m, xM), dacd ImeN o g(m, x™M)=0

f( xM) = 1 altfel

unde p, g(m, xM) desemneaza cea mai mica valoare a parametrului m pentru care
g(m, xM=0.

O functie este partial-recursiva daca poate fi obtinutd printr-un numar finit de
pasi de aplicare a operatiilor de transformare directd, compunere, recursivitate
primitiva si minimizare pornind de la functiile de baza zero (functia constanta Ax.0) si
succ (functia succesor Ax.x+1). Alternativ, clasa functiilor partial-recursive este cea
mai mica clasa care contine functile de bazd zero si succ si este inchisad sub
operatiile de transformare directa, compunere, recursivitate primitivd si minimizare.
Multimea functiilor partial recursive include multimea functiilor primitiv-recursive si,
totodatd contine si functii care nu sunt totale3. Functiile partial-recursive care sunt
totale se mai numesc si functii recursive, desi acest termen este folosit uneori pentru a
desemna o functie recursiva fara a preciza clasa ei.

De exemplu, functia div(n,m) de mai jos calculeaza catul impartirii intregi
dintre numerele naturale n si m si este partial recursiva.

div(n,m) = peCoCt,n,m
g(t,n,m) = mic(plus(ori(t,m),m),succ(n))

adica g(t,n,m) = t*m+m < succ(n). Se observa ca g este o compunere obtinuta pe
baza unor functii primitiv-recursive. Deci div poate fi obtinutd exclusiv prin operatiile
de transformare directd, compunere, recursivitate primitiva si minimizare pornind de la
functiile de baza zero si succ.

3 Operatia de minimizare aplicata asupra unei functii totale poate genera o functie
partiala.
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Avem div(15,7)=2. Intr-adevar, g(t,15,7)=1 pentru t=0,1 si g(2,15,7)=0.
Deci pe(9(t,15,7))=2 gi, implicit, div(15,7)=2.

Se observa ca functia div nu este totala, nefiind definita pentru tuplurile (n,0),
neN. Intr-adevar, functia g(t,n,0) nu se anuleaza pentru nici o valoare a lui t si a lui
n. Deci, conform definitiei operatiei de p-transformare, ug(g(t,n,0)) = L gi, implicit,
div(n,0)=L.
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3 Calcul in sens Turing

Masina Turing, Tn particular masina Turing determinista, reprezinta modelul
traditional al calculabilitatii, diversele modele fiind raportate in cele din urma la Turing-
calculabilitate. Calculabilitatea efectiva este, de asemenea, raportatd la Turing-
calculabilitate, iar multe domenii ale stiintei calculatoarelor folosesc aparatul
matematic si proprietatile masinii Turing ca baza teoretica.

3.1 O descriere informala a maginii Turing

Desi a premers explozia tehnologiei digitale, magina Turing este apropiata ca
structura si mod de functionare de un calculator digital modern. Diferenta principala
este cd o masind Turing este construitd in mod special pentru un anumit calcul®.
Similar cu un calculator numeric, 0 masina Turing particulara M este formata dintr-o
unitate de control si 0 memorie.

Memoria este o banda deplasabila in fata unui cap H de citire/scriere. Banda
masinii este divizata in celule, iar lungimea ei (numarul de celule) nu este limitat.
Fiecare celuld memoreaza un simbol dintr-o multime finitéd I, numita alfabetul benzii.
Fiecare celula poate fi citid si rescrisa, rescrierea distrugand continutul curent al
celulei. in T exista un simbol special, notat B (si numit "blank"), folosit pentru a marca
celulele libere de pe banda. Miscarea benzii este in cuante, o cuanta de miscare
corespunzand deplasarii benzii cu o celuld, spre stadnga sau spre dreapta, in fata
capului H. Simbolul aflat in celula pozitionata in fata capului H este denumit simbolul
curent scanat.

Unitatea de control este un automat finit determinist care controleaza operatia
executatd de capul H (citire/scriere) si migcarea benzii. Operatiile (sau instructiunile)
ce pot fi executate de masina sunt:

* 01:0p Daca simbolul curent scanat este ¢4 <I el este rescris cu simbolul
o5. In particular, o4 si/sau o5 pot fi B.

e o:R Daca simbolul curent scanat este ceI' atunci banda se deplaseaza
spre dreapta cu o celula in fata capului H.

e o:L Daca simbolul curent scanat este cel' atunci banda se deplaseaza
spre dreapta cu o celula in fata capului H.

Se observa ca exectia instructiunilor este conditionatd de simbolul curent
scanat. De asemenea, cel mult o singura instructiune este executabild la un moment
dat pentru orice stare a maginii (determinism).

4 sunt prezentate, pentru simplitate, doar astfel de magini. Generalizarea exista, masina
Turing universala fiind programabila.
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Diagrama tranzitiilor efectuate de unitatea de control a masinii corespunde unui
graf orientat in care nodurile reprezinta stari, iar arcele tranzitii intre stari. Fiecare nod
este etichetat cu un simbol de stare, notat conventional gy, dintr-o multime finita de
asemenea simboluri. Un arc este etichetat cu instructiunea executatd de masina in
momentul parcurgerii arcului. Procesul de schimbare a starii maginii prin executia unei
instructiuni constituie un pas al calculului efectuat de masina.

Prin conventie, se presupune cd masina M este intr-o stare speciald qg la
inceputul calculului (stare initiala). Masina se opreste atunci cand nici o instructiune
nu mai poate fi executata pornind din starea curenta.

b-a unitate control

B B B b a a b B

—>

™ . banda
cap citire/scriere

Figura 1 O masina determinista Turing

Continutul benzii si starea masinii se schimba in cursul functionarii. Folosim
termenul configuratia benzii pentru a desemna continutul benzii (al memoriei maginii)
si pozitia capului H la un moment dat de timp. De asemenea, termenul configuratia
masinii desemneaza configuratia benzii si starea curentd a unitatii de control la un
anumit moment in cursul functionarii.

Pentru a descrie calculul efectuat de masina, un pas de calcul este reprezentat
folosind notatia:
---Bsqjos™B... — cla - ...Bsqjo"s’B...

Notatia aratd ca plecand de la configuratia curentd a benzii ...Bsos™B...,
unde s,s"el*, iar oel este simbolul curent scanat, si de la starea curenta q; atunci
prin executia instructiunii cza - cu actiunea aeI'u{L,R} - configurata benzii devine
..-Bsc"s"B. .. - unde c"este noul simbol scanat — si starea maginii devine aj-

Scrierea ...B desemneaza un sir de simboluri aflate pe banda la sténga
capului H si care este format doar din simboluri B. Scrierea B. .. desemneaza un sir
de simboluri aflate pe banda la dreapta capului H si care este format doar din
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simboluri B. In cele ce urmeazé consideram implicite punctele ce preced sau succed
simbolul B din specificarea unui pas de calcul.

Ca exemplu, se considerd masina Turnig din figura 1 (preluata din [Tay 98]). in
configuratia initiala a masinii celulele benzii cotin simbolul B (sunt libere) cu exceptia
unei zone compacte ce memoreaza simbolurile a si b. Capul H este pozitionat pe
primul simbol diferit de B de pe band4, iar starea initiald a masinii este qg.

Calculul efectuat de masina consta in inlocuirea tuturor simbolurilor a de pe
banda cu simboluri b. De asemenea, masina trebuie sa se opreasca cu capul H
pozitionat ca in starea initiald: pe primul simbol non B de pe banda. Calculul este
descris de urmatorii pasi:

BggbaabB — b:a — BggaaabB — (a:R)3—> BaaaggbB
— b:a —» BaaaggaB — a:R — BaaaaqgB
— B:L — BaaaqqaB — (a:L)4—> g1BaaaaB
— B:R — BgpaaaaB

unde (i)" desemneaza aplicarea de n ori a instructiunii i. Se observa ca pentru orice
stare a masinii cel mult o singura instructiune este executabila intr-un pas. Magina
este determinista.

3.2 Magini Turing deterministe

O masina Turing determinista M este un qvintupluM = <Q,%,T,qg,8> unde:

Q este o multime finitda si nevida de stari. Existd o stare qpeQ singulara,
reprezentand starea initiala a masinii M.

I" si = sunt multimi finite nevide astfel incat = < T. = este alfabetul de intrare al
lui M (simbolurile ce constituie configuratia initiala a benzii lui M). T este alfabetul
complet al benzii lui M (simbolurile ce pot fi folosite in orice configuratie a benzii in
cursul calculului executat de M).

8: xI' » ( v {L.R})xQ este o functie partiald peste QxI" numita functie de
tranzitie a lui M. Functia & primeste o stare q; si un simbol o€ al benzii gi reintoarce o
singura actiune aeI'U{L,R} i 0 singura stare q;. Functia codifica pasii de calcul ce
pot fi executati de M. Daca M este in starea q; si simbolul curent scanat este o atunci
masgina executa instructiunea o:a $i trece in starea aj-

O masgina Turing poate fi folosita pentru a calcula functii teoretice numerice
(number-theoretic functions). Spunem ca o functie f este Turing calculabild daca
exista o masina Turing care pentru fiecare configuratie initiala a benzii, reprezentand
argumentul x al functiei, fie se opreste cu o configuratie a benzii ce corespunde
rezultatului £(x), daca xedom(F), fie nu se opreste, daca xgdom(F).



Cristian Giumale/Note de curs 11

Prin conventie, Tn exemplele urmatoare reprezentam numarul natural n ca o
secventa de n+1 simboluri diferite de B, de exemplu 1.. 4. .1 sau, prescurtat, 1n+1,
Reprezentarea dezambigueaza intre 0, care ar corespunde unei celule libere, si B.

Ca un prim exemplu de functie Turing-calculabila, sa consideram adunarea a

doua numere naturale: plus(n,m)=n+m, neN, meN. Numim plus masgina care
calculeaza functia si a carei diagrama de tranzitii este ilustrata in figura 2.

1:R 1:R
B:R B:L 1:B
0 1
B:L

1-L 1:L

Figura 2. Adunarea a doua numere naturale

Configuratia initiala a benzii masinii plus contine reprezentarile numerelor n gi
m, separate printr-un simbol B. Celelalte celule ale benzii sunt B (libere). Initial, capul H
este pozitionat pe primul digit al lui n (pe primul simbol 1 din reprezentarea lui n).
Configuratia finala a benzii contine reprezentarea numarului cu valoarea n+m, capul H
fiind pozitionat pe primul digit al rezultatului.

.1l g iml g plus » ...B 1Ml g
T 0
H H

Pasii calculului plus(n,m) au un efect simplu: ultimul 1 din m este preschimbat
in B, iar simbolul B de separatie dintre n si m este transformat in 1 atunci cand m>1.

Initial  Bgg1N*1g1m+lp
_ (1:R)n+1_) Bln+1q B1M+1pg
— B:R—> B1"*1pg1M+ip
— (1:R)m+1_) Bln+1Blm+1qlB
— B:L—» B1M*1g1Mg,18
— 1:B— B1"*1B1Mq3BB

Caz m=0 B1N*18q3BB
— B:L—> B1"1q,BBB
— B:L— B1"q,1BBBB
— (B:L)"1 g,B1N+1BBBB
— B:R—> Bggl"*11BBBB
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Caz m>0 B1M+1B1Mq4BB.
— B:L— B1"*1g1M-1q,1B8
— 1:B— B1"*1B1M-14-BEB

Caz m=1 B1"*1Bq5BBB
— B:L—> B1"*1q4BBBB
— B:1-> B1"*1q,18BB
— (1:L)"25 g,B1N+M+1gpp
— B:R—> Bqgl"*M*+lpgs

Caz m>1 B1N+1p1M-1q.-BBB
— B:L— B1"*1B1M-2q,18BB
— (@:0)M-1, B1n+lgsB1M-1pgB
— B:1- B1"*1g,1MBRB
— (@:L)M25 gqoB1N*M+1lgpg
— B:R— Bqggl"*M*+1gpp

Calculele complicate pot fi descompuse in fragmente mai simple, iar masinile
care calculeza fragmentele pot fi combinate pentru a constitui o masina care
realizeaza intregul calcul. Bundoara, cuplarea in secventd a doud masini Turing
corespunde compunerii functionale. De exemplu, functia dublu(n)=2*n poate fi
calculata de o masina dublu = plus o copie, rezultatd prin cuplarea in cascada a
masinilor plus si copie. Masina copie construieste o copie a numarului n, iar plus
realizeaza adunarea plus(n,n).

1:R

Figura 3. Copierea a unui numar natural

O posibila implementare a masinii copie este ilustrata in figura 3. Configuratia
initiald a masinii este Bgp1"*18. Magina se opreste cu configuratia Bqg1"+11n+1g.
Starea finala este intotdeauna qg.
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Daca din qg a maginii copie are loc o tranzitie in starea qg a masinii plus, asa
cum se arata in figura 4, atunci masina dublu rezultata prin compunerea plus o
copie calculeaza 2*n. Tranzitia este dg(copie)1:do(plus)?! si este intotdeauna
posibil&. intradevér, chiar dacé n=0, copia lui n are cel put|n un simbol 1, iar capul H al
masinii copie se afla pozitionat pe primul 1 al lui n in starea dg(copie)- Starea
initiala a masinii dublu este starea initiala qg a masinii copie, iar starea finala a lui
dublu este starea finala qg a masinii plus.

masina de copiere: copie masina de adunare: plus on

1:1

NECAARCE =0}

Figura 4. O masina pentru calculul 2*n = plus(n,copie(n))

Ca exemplu aditional, sa construim o masina Turing, numitd count, care
testeaza egalitatea dintre numarul de aparitii ale doua simboluri a si b intr-un sir
se{a,b}”. Dacd notdm ny(s) numarul de aparitii ale simbolului x Tn girul s, atunci
calculul realizat de magina count este ny(s)=nn(s). Magina count are o configuratie
initiala a benzii astfel incat capul H este pozitionat pe primul simbol al sirului, iar
continutul benzii este BsB, unde s este sirul de scanat. Dacad ng(s)=np(s)
configuratia finala a benzii este B1B, iar dacé ng(s)=nn(s) configuratia finald a benzii
este BOB, unde simbolurile 1 si 0 sunt diferite fatéd de a si b. O posibild implementare a
masginii count este ilustratd in figura 5. Masina recunoaste propozitile limbajului
I={se{a,b}”] na(s)=np(s)}: se termind intotdeauna cu 1 daca selL si cu 0 daca
sel.

-.B1B...

-.BOB...

Figura 5. O masin& care recunoaste limbajul Z={se{a,b}"| na(s)=np(s)}
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Problemele date ca exemplu sunt modelabile prin functii recursive. Urmatoarea
teorema, arata ca Turing computabilitatea acopera exact aceasta clasa de funcitii.

Teorema (Turing). Clasa functiilor Turing-calculabile este exact clasa functiilor
partial-recursive.

Demonstratia este complicata si depaseste domeniul analizei algoritmilor AA. O
varianta a demonstratiei poate fi gasita in [Tay 98].

3.3 Masinile Turing ca modele utile in programare

in afara caracterizarii functiilor numeric-teoretice, masinile Turing ocupa un loc
important Tn teoria automatelor si limbajelor formale cu consecinte directe in
proiectarea si implementarea limbajelor de programare. Astfel, limbajele pot fi
caracterizate dupa cum sunt acceptate sau recunoscute de diverse tipuri de Masini
Turing. Bunaoarad, masina count din sectiunea 3.2 este capabild sa distinga intre
sirurile de simboluri ce reprezinta propozitii in limbajul I={se{a,b}"| na(s)=np(s)}
si sirurile care nu sunt propozitii ale limbajului. Spunem ca o asemenea masina
recunoaste limbajul (sau ca este un "recognizer" al limbajului). Daca o masina M se
opreste cu un anumit rezultat doar pentru propozitii seL $i nu se opreste pentru siruri
sg¢L, atunci masina M este un acceptor al limbajului L.

Similar, poate fi caracterizatd decidabilitatea unor proprietati cu importanta
paractica imediata ale diverselor clase de limbaje. Bunaoara, in cazul unui limbaj
independent de context L(G)°, generat conform unei gramatici G, problemele
urmatoare nu sunt decidabile:

- Sa se decida daca L(G) este ambiguu (exista cel putin o propozitie
derivabila prin secvente diferite de derivare).

- S3se decida daca L(G)=T", unde T~ este multimea tuturor sirurilor formate
cu simbolurile terminale ale gramaticii G.

- Considerand doua limbaje independente de context L(G1) si L(Gy), sa se
decida daca L(G1)NL(G1)=2.

Masina Turing este apropiata de paradigma programarii imperative, folosita de
majoritatea limbajelor de programare comerciale. La baza unui asemenea limbaj este
conceptul de stare a programului definita ca multimea valorilor variabilelor si valoarea
punctului de control al programului la un moment dat in cursul executiei si corespunde
configuratiei unei masini Turing.

Un program imperativ — scris bunaoara in C — poate fi privit ca o codificare
comoda a diagramei tranzitilor unei masgini tintd Turing, diagrama ce controleaza

5 Limbajul L(G) este privit ca multime a sirurilor de simboluri terminale (siruri numite
propozitii) ce sunt formate conform regulilor gramaticii G.
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modificarea unei benzi direct adresabile ce joaca rolul memoriei datelor. Exista o
origine conventionala a benzii, iar celulele sunt numerotate pornind de la 0 in raport
cu originea. Variabilele folosite de program sunt grupuri de celule ale benzii direct
accesibile prin instructiuni de forma L' si RY, unde i este adresa primei celule din sirul
compact de celule asociat varibilei. Starea programului este modificata folosind
instructiuni de atribuire si de control al fluxului executiei ce sunt macro-expandate in
instructiunile de baza ale masinii tinta Turing sau pot fi executate de masini Turing
interconectate ca parti ale maginii tinta.

De asemenea, cu unele extinderi, ecartul dintre 0 masina Turing si un calculator
numeric programabil poate fi diminuat. O asemenea extindere corespunde masinii
Turing universale: o magina capabild sa preia ca intrare un program P, reprezentand
codificarea unei masini Turing T, si o configuratie i a benzii lui T. Masina emuleaza
executia masinii T cu configuratia initiald i a benzii, deci practic executa T(i). Magina
Turing universala este conforma conceptului de calculator cu program memorat.
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