Acest document este similar sectiunii 2.7 din Cristian Giumale, "Introducere in analiza
Algoritmilor", continutul fiind extins cu:

1. Specificarea formala a tipului T Ring
2. Verificarea corectitudinii specificatiei T Ring
3. Verificarea implementarii tipului T Ring ca o pereche de liste T List
4. Rescrierea Haskell a specificatiei T Ring Si implementarea
5. T Ring = Abs_ (T List, T List)
6. Dezvoltarea unui algoritm corect pentru sortarea unei liste de chei folosind un inel.

2.7 Analiza amortizata

Tehnica de analiza a complexitatii, asa cum a fost discutatd in sectiunile
precedente, nu tine seama de posibila comportare neuniforma a algoritmului studiat.
Analiza este realizata punctual, pentru un singur pachet de date, si, de regula, pentru
cazul cel mai defavorabil. Este insa posibil ca un algoritm sa fie ineficient in cazurile
defavorabile, dar performant in celelalte cazuri. Daca situatile defavorabile apar
relativ rar, atunci pe ansamblu, pentru o multime de pachete de date, algoritmul poate
avea o comportare acceptabild, iar costul secventei de operatii efectuate de algoritm
poate rezulta scazut. Astfel, devine interesant studiul costurilor secventelor posibile de
operatii ce pot fi efectuate de algoritm, cu conditia ca secventele sa acopere cazurile
defavorabile. Analiza complexitatii amortizate (sau pe scurt analiza amortizata) a unui
algoritm are exact acest scop: determinarea marginii superioare a costului unei
secvente oarecare de operatii $i, totodatd, calculul costului mediu al operatiilor
algoritmului.
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Costul mediu cost,(op) al unei operatii op, calculat pentru o secventa oarecare
S de operatii ce acopera cazurile cele mai defavorabile, se numeste cost amortizat al
operatiei, iar suma )’ cost,(op) este 0 margine superioara a costului secventei S.
opeS

2.7.1 Inel unidirectional

Ca baza pentru discutarea metodelor de analizéd amortizatd, se alege un inel
unidirectional cu elemente de tip T. Un inel nevid este caracterizat printr-un varf ce
poate fi deplasat prin inel element cu element astfel incat doar elementul de la varful
inelului este accesibil. Evident, dupa parcurgerea tuturor elementelor din inel, varful
ajunge in pozitia initiald. Consideram ca operatiile inelului sunt:

—void:— T Ring construieste inelul vid.

—ins:T x TRing - T Ring. ins (e,R) insereaza elementul e la varful inelului Rr.

—del:T Ring\{void} — T Ring. del(R) elimina elementul de la varful inelului
nevid R. Varful este pozitionat pe urméatorul element, daca acesta exista.

— top:T Ring\{void} = T. top (R) este elementul de la varful inelului nevid Rr.

—move:T Ring\{void} — T Ring. Prin move (R) varful inelului nevid R este
deplasat spre dreapta, peste elementul curent.

—empty:T Ring > bool = {0,1}. empty(R) testeaza daca inelul r este vid.

Descrierea informalda de mai sus corespunde urmatoarei specificatii algebrice a
tipului T Ring.

T Ring ::= void | ins(T, T Ring)

empty: T Ring — bool

top: T Ring \{void} —» T

del: T Ring\{void} — T Ring
move: T Ring\{void} — T Ring

(1) empty(void) =1

(2) empty(ins(e,X)) =0

(3) top(ins(e,X)) = e

(4) del(ins(e,X)) =X

(5) move(ins(e,void)) = ins(e,void)

(6) move(ins(e,ins(e',X))) = ins(e',move(ins(e,X)))

Cum verificdm daca specificatia corespunde intr-adevar wunui inel
unidirectional? Cu alte cuvinte, cum putem proba corectitudinea specificatiei? O
posibilitate consta in alegerea unei proprietati reprezentative inelului si in a o verifica
folosind specificatia. De exemplu, VieN,XeT Ring | —empty (X) o top (movel (X)) =
element (i,X), unde movel (X) reprezintd aplicarea de i ori a operatiei move pornind
cu inelul X, element (i,X) reintoarce elementul i modulo size (X) din X, iar size (X)
reintoarce numarul elementelor din x. Un asemenea exercitiu este efectuat in
sectiunea 2.4.5.
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Inelul poate fi implementat ca o lista circulara, iar prelucrarea este banala daca
limbajul de programare folosit lucreaz& direct cu pointerii din celulele listei. In acest
caz toate operatiile sunt in ®(1). Sa consideram insa ca limbajul de programare
folosit nu lucreaza in mod direct cu pointeri ci dispune de tipul T List (lista
unidirectionala cu elemente de tip T), cu operatorii si specificatia formala de mai jos,
unde:

—nil este lista vida.

— cons (e, L) construieste din lista L o lista care are ca prim element e.

—head (L) reintoarce elementul de la varful listei nevide 1.

—tail (L) reintoarce lista rezultata prin decuparea elementului de la varful lui L.
—null (L) testeaza daca lista L este vida.

T List ::= nil | cons (T, T List)

head: T List\{nil} —> T
tail: T List\{nil} — T List
null: T List — bool

(1L) head(cons(e,L)) = e
(2L) tail(cons(e,L)) =L
(3L) null(nil) =1

(4L) null(cons(e,L)) =0

O implementare posibila a tipului T Ring folosind tipul T List considera un inel
nevid ca abstractizarea Absp(L,R) a unei perechi (L,R) de liste unidirectionale L gi Rr.
Lista r contine elementele din inel situate intre varful curent si "ultimul" element al
inelului, iar L contine elementele, aranjate in ordine inversa, aflate intre pozitia initiala
si pozitia curenta a varfului inelului. Inelul vid este abstractizat prin Absp(nil,nil).
Reprezentarea este ilustrata in figura 2.8.
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Figura 2.8 Un inel unidirectional reprezentat prin doua liste unidirectionale

Fie inelul x = abs_(L,R). Convenim ca lista R sa fie vida doar daca inelul x
este vid. O astfel de reprezentare a inelului 0 vom numi normalizata si poate fi
obtinuta prin operatia:

(norm) normalize(L,R) = if null (R) then (nil,reverse(L)) else (L,R)

unde operatia reverse (L) construieste inversa listei L. Daca inversarea unei liste
este fi definitd conform axiomelor
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reverse (L) = rev(L,nil), CU rev(nil,R) = R
rev(cons(e,L) ,R) = rev(L,cons(e,R)),

atunci complexitatea operatiei reverse (L) este ® (n), n fiind numarul de elemente din
lista L. Agadar, in cazul cel mai defavorabil, complexitatea operatiei normalize(L,R)
este proportionald cu numarul de elemente din inelul Absy(L, R).

Operatiile inelului presupun un inel cu reprezentare normalizata si conduc la un
inel cu reprezentare normalizata, fiind implementate conform ecuatiilor urmatoare,
numite axiome de implementare:

(1i) void = Absp(nil,nil)

(21) ins(e,AbsP(L,R)) = AbsP(L,cons (e,R))

(3i) del (AbsP(L,R)) = Absp(normalize(L,tail (R)))

(4i) move (AbsP(L,R)) = Absp(normalize(cons (head (R) ,L) ,tail (R)))
(51i) top (AbsP(L,R)) = head (R)

(61i) empty (AbsP(L,R)) = null (R)

Este interesant de observat ca functia abs, este definitd peste clase de
echivalenta ale perechilor (L,R). Intr-adevar, in cursul prelucrarilor, se pot obtine
implementari diferite — dar echivalente — ale aceluiasi inel. Spunem ca reprezentarea
(L, R) este echivalenta cu reprezentarea (L' ,R') a unui inel, cu alte cuvinte spunem ca
Abs (L,R) Si AbsP(L' ,R'") reprezinta acelasi inel si scriem Absp(L,R) = AbsP(L' ,R"),
daca R @ (reverse L) = R' @ (reverse L'), unde @ reprezinta concatenarea
listelor. Daca z si w sunt valori de tipul T List, iar e este un element de tip T,
concatenarea poate fi implementata conform axiomelor:

nil @ z = 2z
cons(e,W) @ Z = cons(e, W Q@ Z)

Folosind relatia de echivalenta

AbsP(L,R) = Absp(L' ,R') & R @ (reverse L) = R' @ (reverse L'),

se poate verifica c& implementarea conforma ecuatiilor de mai sus respecta axiomele
din specificarea algebrica a tipului T Ring, deci ca implementarea este corecta. De
exemplu, fie x = Absp(L,R) si axioma

move (ins (e,ins(e',X))) = ins(e',move(ins(e,X)))

Prin rescrierea celor doi termeni ai axiomei, conform axiomelor tipurilor T Ring,
T List $i ecuatiilor de implementare, se ajunge la acelasi inel.

move (ins (e,ins (e',X)))
= move (ins (e,ins(e',Abs_(L,R))))
— 2i > move(ins(e,AbsP(L,cons (e',R))))
— 2i — move (AbsP(L,cons (e,cons (e',R))))
— 4i,1L,2L — Abs_(normalize({cons(e,L),cons(e',R)))
— norm — Absp(cons(e,L) ,cons (e',R))
= X'
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ins (e' ,move (ins (e,X))
= ins(e',move (ins (e,Absp(L,R)) ))
— 2i — ins(e',move (AbsP(L,cons(e,R))))
— 4i,1L,2L — ins(e' ,Absp(normalize(cons(e,L) ,R)))

Caz1. R = nil, L = nil
— norm — ins(e' ,Absp(nil,cons(e,nil)))
— 2i > Absp(nil,cons(e' ,cons (e,nil)))
= x'l

Dar, in acest caz, x' = Absp(cons (e,nil) ,cons(e',nil)), iar cons(e',nil)
@ reverse(cons(e,nil)) = cons(e',cons(e,nil)).Decix' = xX".

Caz2. R # nil
— norm — ins(e' ,Absp(cons(e,L) ,R))
— 2i > Absp(cons(e,L) ,cons (e',R))
= X'

2.7.2 Analiza de ansamblu

Costul operatiilor del si move este O(n) Tn cazul cel mai defavorabil, unde n
este lungimea inelului, dar cazul cel mai defavorabil nu apare mereu. Dificultatea
stabilirii exacte a complexitatii operatiilor rezida in interdependenta dintre frecventa
cazurilor defavorabile, cand normalizarea are loc efectiv, si secventa de operatii
aplicate inelului. Prin urmare o asemenea complexitate exactd, absoluta, este
imposibil de calculat. Ce se poate calcula este costul mediu al unei secvente oarecare
de operatii. Luand ca operatie critica deplasarea unui element al inelului intre listele L.
si R, un rationament posibil este urmatorul.

Aparent, pornind de la un inel vid, dupa o secventd s de m operatii oarecare
fiecare element din inel poate fi deplasat intre L si R de cel mult O (m) ori. Deplasarea
L->R are loc Tn timpul unei normalizari, iar deplasarea R->L are loc in prima faza a
unei operatii move, inaintea eventualei normalizari. Inelul poate contine cel mult m
elemente, deci costul celor m operatii este cost(S) < m O(m)= O (m2). Prin urmare,
costul amortizat al unei operatii din cele m este O(m?)/m = O(m). Totusi, acest
rezultat reprezinta o margine superioara mult mai larga decét cea reala. Normalizarile
efective, deci transferurile L->rR nu au loc pentru fiecare operatie din cele m. De
asemenea, daca inelul contine m elemente atunci nici o operatie nu poate fi move sau
del.

Pentru o estimare mai exactd a costului amortizat al operatiilor din secventa s,
sa observam ca numarul de deplasari L->R de elemente nu poate fi mai mare ca
numarul operatiilor move din s. Intr-adevar, un element trebuie sa fie in lista L pentru a
putea fi transferat in R si numai operatiile move incarca lista L. De asemenea, numarul
deplasarilor R->L este egal cu numarul operatiilor move din s. Prin urmare, numarul
total de deplasari de elemente intre listele L si R ale inelului nu poate depasi dublul
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numarului operatiilor din s. Costul cumulat al acestor deplasari (ca efect al operatiilor
move Si del din s) este O(2m). La costul deplasarilor de elemente se adauga costul
inserarilor elementelor in R, ca efect al operatiilor ins, costul eliminarilor elementelor
din R, ca efect al operatiilor del si costul operatiilor top $i empty. Costul tuturor
acestor operatii este O(m). Rezultd cost(s)= O(m)+O(2m)= O(m), iar costul
amortizat al unei operatii a inelului este O (m) /m = O(1).

Metoda utilizata mai sus pentru a estima costul mediu al unei operatii a inelului
unidirectional poarta numele de analiza de ansamblu (in engleza metoda este intalnita
sub denumirea aggregate method). Se urmareste contorizarea executiilor tuturor
suboperatiilor ce formeaza operatiile unei structuri de date in raport cu lungimea unei
secvente oarecare de astfel de operatii. Metoda calculeaza un singur cost amortizat
(cost mediu al operatiilor unei secvente oarecare de operatii care acopera cazurile
cele mai defavorabile) pentru toate operatiile unui algoritm, chiar daca operatiile au
costuri amortizate diferite.

2.7.3 Metoda creditelor

O analiza amortizatd mai fina impune diferentierea costurilor diverselor operatii
efectuate de algoritm. O astfel de analizé poate folosi metoda creditelor (in engleza
metoda este intalnitd sub denumirea accounting method).

Presupunem ca algoritmul executd o secventd de operatii s asupra unei
structuri de date p. Fiecarei operatii op din s i se asociaza un cost amortizat
cost, (op), costul real al operatiei fiind notat cost (op (D)) . Valoarea cost, (op) este
costul mediu al op, cost care acopera cazurile cele mai defavorabile, In timp ce
cost (op (D)) poate varia In functie de istoria prelucrarii si de elementele prelucrate
ale structurii p. Atunci cand cost,(op) > cost(op(D)) diferenta cost,(op)-
cost(op (D)) reprezinta un credit care mareste creditul credit(e) deja asociat
elementelor eeD implicate in operatia op. Creditul este utilizat pentru a compensa
costul real al acelor operatii op din s care satisfac cost (op (D)) > cost, (op).

Sa impunem restrictia credit(e) > 0, pentru orice moment de timp Tn cursul
operatiilor din s si pentru orice element din . S& notdm cu creditg (e) creditul folosit
pentru a compensa costul amortizat al operatiilor opes care satisfac cost, (op) <
cost(op (D)), $i CU credit,(e) creditul cumulat al unui element e din b, obtinut in
urma operatiilor opes cu cost amortizat cost (op) > cost (op (D)) . Putem scrie:

> creditg(e) - D creditg(e) = Y. costy(op) - Y. cost(op(D)) = 0
eeD eeD opeS opeS

Astfel, se poate garanta ca pentru orice secventda s de operatii exista
inegalitatea cost,(S) = ) costy(op) > ) cost(op(D)) = cost(s), adicd suma
opeS opeS
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costurilor amortizate ale operatiilor din secventa reprezintd o limitd superioara a
costului real al secventei.

Pentru inelul unidirectional costurile reale ale operatiilor ins, top $i empty sunt
0O (1) si, pentru simplitate, sunt considerate 1. De asemenea, consideram 1 costul
unei operatii de deplasare a unui element intre listele L si R ale inelului. Costul real
pentru move depinde de starea inelului si variaza intre 1 si 1+n, unde n este numarul
de elemente din inel. Pentru del costul real este intre 1 si n. Alocam costurile
amortizate:

cost, (void)= cost,(ins)= cost,(del)= cost,(top)= cost, (empty)=1
cost, (move) =2

Sa asociem fiecarui element e din inel un credit credit (e) astfel incat creditul
initial sa fie 0. Doar operatorii del si move pot s modifice creditul elementelor unui
inel. De exemplu, dupa operatia move (x) fard normalizare creditul elementului top (X)
creste cu diferenta dintre cost, (move)-cost (move (X)), adicd cu 1. Distributia
creditelor elementelor unui inel este precizata de invariantul:

I(Absp(L,R)) =4def (Ve€L e credit(e)=1) A (VeeR ® credit(e)=0)

Invariantul aratd ca pentru orice element din inel creditul raméne mereu pozitiv.
in ipoteza in care operatiile ce nu modificd inelul nu modificd nici creditele
elementelor, iar costurile amortizate asociate operatiilor care modifica inelul respecta
invariantul, adica

I(void) A (VX €T Ring e I (X) = (Vope{ins,del,move} o I (op(X))),

putem admite ca, pentru orice secventa de operatii i pentru orice inel, costul mediu al
unei operatii op este cost,(op). Pentru constructorii void, ins, move §$i del
demonstratia este prin inductie structurala.

Propozitia 2.6 Costurile amortizate ale constructorilor inelului Absy(L,R) mentin
invariantul T (AbsP(L,R)) .

(}az de baza. x =void = Absi(nil,nil), iar invariantul 1 (x) este satisfacut
banal. In plus, cost, (void) =cost (void) $i deci nu exista credit ce trebuie distribit.

Pas de inductie. Sa consideram ca pentru inelul x = Abs,(L,R), R#nil, CU n
elemente, invariantul 1 (x) este satisfacut (ipoteza inductiva). Sa aratam ca invariantul
este satisfacut dupa orice operatie ins, del sau move aplicata lui x.

e Pentru operatia ins (e,X) inelul devine Abs_(L, cons (e,R)). Costul amortizat
cost, (ins) este 1 exact cét cost(ins (e, X)) astfgl incéat credit (e)=0 si, conform
ipotezei inductive, invariantul 1 (Absy,(L, cons (e,R))) este satisfacut.

e Pentru operatia move (X) = AbsP(L' ,R") fie e elementul de la varful lui x,
anume e = top (X) = head(R).
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Caz 1: tail (R)#nil. Operatia move are o singura faza: deplasarea lui e din R
in 1, astfel incat L'= cons(e,L) Si R'= tail(R). Costul real al operatiei move (X)
este 1, iar diferenta cost, (move) -cost (move (X)) = 2-1 = 1 este addugata creditului
elementului e. Conform ipotezei inductive, Tnaintea operatiei move avem credit (e) =0,
astfel incat credit (e) =1 dupa move (X) . Invariantul 1 (Rbs(L' ,R')) este satisfacut.

Caz 2: tail (R)=nil. Operatia move are doua faze: transferul lui e din R in L gi
apoi normalizarea efectiva a inelului, astfel incat L'=nil si R'= reverse (cons (e,L)).

a) Elementul e este mutat din R in L. Ca urmare a ipotezei inductive, creditul
lui e devine credit(e)=1, iar elementele din L au creditul 1. Invariantul
I (Absp(cons (e,L),nil) este satisfacut dupa aceasta prima faza.

b) Inelul este normalizat. Toate elementele din cons (e, L) sunt deplasate in
R'. Costul deplasarii unui element e este 1 si este suportat din creditul
credit (e) =1, astfel Incat, odata ajuns in r', elementul e are credit (e)=0.
Invariantul 1 (Absp(nil ,reverse (cons (e, L)) )=I (move (X)) este satisfacut.

in cazul (2) existd n-1 elemente in lista L si un singur element in lista R, iar
costul real al operatiei move (X) este 1+n,. Desi cost, (move)=2, diferenta n-1 este
suportata din creditele elementelor aflate in L ihaintea operatiei move.

e Pentru del(x) = Absi(L',R'), notdm e = top(X) = head(R). Ca si pentru
move (X) exista doua cazuri.

Caz 1: tail (R)#nil. Operatia del are o singura faza: eliminarea lui e din R.
Rezultd L'= L giR'= tail (R). Costul real al operatiei del (x) este 1 exact cét costul
amortizat, deci nu au loc modificari de credite. Conform ipotezei inductive, invariantul
I(Absy(L,tail(R))) este satisfacut.

Caz 2: tail (R)=nil. Operatia del are doua faze: eliminarea elementului e din
R Si normalizarea efectiva a inelului. Rezultd L'=nil Si R'= reverse(L).

a) Elementul e este eliminat din R. Operatia costa 1 exact cat costul amortizat
cost, (del). Nu au loc modificari de credite si, conform ipotezei inductive,
invariantul 1 (Absp,(L,nil)) este satisfacut.

b) Inelul este normalizat. Elementele din L sunt deplasate in r'. Costul
deplasarii unui element e este 1 si este suportat din creditul credit (e)=1,
astfel incat, odata ajuns in rR', elementul e are credit (e)=0. Invariantul
I(Abspy(nil,reverse(L)))= I(del(X)) este satisfacut.

in cazul (2) costul real al operatiei del (x) este n. Desi cost, (del)=1, diferenta
n-1 este suportata din creditele celor n-1 elemente aflate in L Thaintea operatiei. m

Deoarece suma creditelor elementelor din inel este intotdeauna pozitiva, rezulta
ca pentru o secventa oarecare s de m operatii ce pleaca cu un inel vid x avem:
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cost(S) = ) cost(op(D)) < Y costgz(op) < 2m = O(m)
opES opeS

Costul mediu al unei operatii op a inelului, cost ce acopera cazurile cele mai
defavorabile, este cost, (op) = O(1), desi costul real poate varia neuniform asa cum
se ilustreaza Tn figura 2.9. Totodata, analiza complexitati amortizate este
independenta in raport cu starea initiala xo= Absy(Lgy,Re) @ inelului, cu conditia ca
invariantul I (absy(Lg,Rp)) sa fie satisfacut.

A cost (move (X))

O(n)

cost, (move)

[0 Y& 10 [PSSSSTUOUs SO ISURRRRN ISP SRR

» S

Figura 2.9 Costul real si costul amortizat pentru operatia move
(n este lungimea maxima a inelului in cursul operatiilor s)

2.7.4 Metoda potentialului

Metoda potentialului deriva din cea a creditelor prin centralizarea acestora. in
loc de a asocia credite elementelor structurii de date prelucrate de algoritm, putem
asocia un singur credit intregii structuri de date. In acest caz creditul joacé rolul unei
energii potentiale care poate folosi pentru compensarea operatiilor mai costisitoare.
Metoda rezultata este denumitd metoda potentialului.

Structurii de date D i se asociazad o functie ®:p—»>R,, care masoara energia
potentiald a intregii structuri la un moment dat. Fie s = op1, op,, ..., opy, O Secventa
de m operatii executate de un algoritm asupra structurii . Fie Dy structura initiala,
inaintea aplicarii operatiei opq, $i D; structura rezultatd dupa aplicarea primelor i
operatii asupra lui by. De asemenea, notam cu @; energia potentiala a lui p; .

Di =def Opi (Opi_l ( .. .Opl (Do) .. .)) = Opi (Di—l)’ i=1 ,m
q)i =def (I)(Di), i=0,m

Fie cost(op;) costul real al operatiei op; (D;_7), iar cost,(op;) costul
amortizat al operatiei op; relativ la @, cost definit prin:

cost, (opj) =def coOst(opj) + P; - P;_1, i=1l,m

Costul amortizat al operatiei op; (D;_;) adauga costului real variatia de
potential a structurii de date b, variatie indusa de operatie. Insumand, obtinem:
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m m m
Y costg(opi) = Y (cost(op;) + 3 — @®;_31) = Y cost(op;) + &y — @p

i=1 i=1 i=1

m m
Daca @, > @y atunci ) cost,(op;) > ) cost(op;) §$i, deoarece costul
i=1 i=1
secventei s este suma costurilor operatiilor din s, rezultd

m
cost(S) < ) costy(op;j)= costy(S).
i=1

Dorim pastrarea inegalitatii cost(S) < cost,(S) pentru orice secventad s,
implicit, pentru orice m $i impunem inegalitatea ®;>®, pentru orice i. Cu alte cuvinte,
energia potentiald a structurii p la un moment diferit celui initial trebuie sa fie mai mare
decét energia initialda. Pentru cazul particular ®y=0, este necesar ca ®;>0. Aceasta
ultima inegalitate este naturald, din moment ce energia nu poate fi consumata in lipsa.

Ca exemplu, sa reconsideram inelul unidirectional reprezentat printr-o pereche
de liste, ca in figura 2.8. Definim functia ® asociata inelului x = Absp(L,R) prin @ (X)
= #L, unde #L desemneazad numéarul de elemente din lista L. Functia de potential
respecta restrictiile:

@ (X) = 0 pentruuninelvid x = Absp(nil,nil)
@ (X) = 0 pentru un inel oarecare X = AbsP(L,R)

Putem calcula acum costurile amortizate ale operatiilor ce modifica inelul x.
Suma acestor costuri pentru o secventa de operatii s, aplicatéd pe un inel initial vid
(sau pe un inel cu #1.=0), constituie 0 margine superioara a costului real al secventei.
Notam x;=Abs(L; ,R;) inelul x obtinut dupa a i-a operatie din secventa s.

e Presupunand ca ins este a i-a operatie din secventa de operatii s executate
asupra inelului X, anume X; = ins(e,X;_q1), avem: cost(ins(e,X;_71)) =1, X; =
Absp(Li_l,cons (erRi—1)>, §| q)i= #Li= #Li—1= (I)i_l. Rezulta,

cost, (ins) = cost(ins(e,Xj_1)) + ®; - @51 =1

¢ Presupunand ca move este a i-a operatie din secventa de operatii s, anume
X;= move (X; _1), exista doua cazuri posibile.

Caz #Rr; _; > 1. Operatia move (X;_7) consta in transferul primului element din
R; _1 astfel incét Ly=cons (top (R; _1) ,Lj_q1) SiRj=tail (R;_q).

cost(move (X;_71)) =1

Q; = #L; = #Lj; +1

@51 = #Li3

cost, (move) = cost(move(Xj_1)) + P; - P31 =2



Analiza amortizata 11

Caz #R; _; = 1. Dupa transferul unicului element e=top (R;_7) dinR;_; are loc
normalizarea efectiva a inelului X'= Absg(cons(e,L;_1),nil). Rezultd, Absy(L; ,R;)
= Absy(nil, reverse (cons (e,L;_3)). Normalizarea inelului X' costa #L; _;+1.

cost (move(Xj_7)) = 1 + cost normalizare(X') =1 + #Li_l + 1

q)i = #Li = #nil =0

@51 = #Li1

cost, (move) = cost(move(Xj_1)) + P; - P31 =2

e Presupunand cé del este a i-a operatie din secventa de operatii s, anume
X;= del(X;_q), existd doué cazuri posibile.

Caz #Rr;_; > 1. Operatia del (x;_1) se limiteaza la eliminarea primului element
din R; _4. Lista L.; _; nu este modificata.

cost(del (X;_71)) =1

©; = #L; = #Lj_3

@51 = #L1

cost, (del) = cost(del(X;_7)) + ®; - ®;_ 1 =1

Caz #Rr; _; = 1. Dupa eliminarea unicului element din r; _; are loc normalizarea
inelului Ix'= A_bsﬁ,(Li__1 ,nil)vastfel incat Absp(Li,Ri) = Absp(nil,reverse (Lij_1))-
Normalizarea inelului X' costa #L; _;.

cost(del(Xj_1)) = 1 + cost_normalizare(X') =1 + #Li—l
d)i = #Li = #nil =0

@5 3 = #Lj1

cost,(del) = cost(del(X;_7)) + ®; - @37 =1

Pentru operatiile op € {top, empty}, care nu modifica inelul si, implicit, conserva
potentialul ®, avem cost, (op) = cost (op) = 1. In ceea ce priveste cazul particular
void, se asigura @ (void) = 0, iar cost, (void) = cost(void) = 1.

A

n-1

I cost (move)

» S

Figura 2.10 Costul real al operatiei move si variatia potentialului inelului
n este lungimea maxima a inelului in cursul operatiilor s

In figura 2.10 este ilustrata variatia potentialului inelului in cursul unei secvente
s de operatii asupra unui inel cu cel mult n elemente. Curba @ este in din{i de
fierastrau. Potentialul ® creste pentru fiecare operatie move care nu conduce la
normalizarea inelului. Pentru o operatie move urmata de normalizarea inelului ® cade
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la 0, energia acumulata fiind folosita pentru deplasarea elementelor inelului din lista L
in R. Initial, pentru inelul vid ®=0.

S-au obtinut aceleasi costuri amortizate ca si in cazul analizei bazate pe
credite. Deoarece cost,(op) = O(1) pentru orice ope{void, ins, del, move, top,
empty}, costul oricarei secvente s de m operatii pentru inelul unidirectional (initial vid)
este:

m
cost(S) £ Y costgy(opi) = O(m)
i=1

Metoda potentialului a fost aplicatd mai sus pentru cazul particular @ (Dy)=0.
Urmatoarea proprietate aratd ca analiza conduce la aceleasi rezultate si pentru
® (Dg) >0 cu conditia ca ® (D;) = ®(Dg), i=1,m.

Propozitia 2.7 Dacé @ (Dy)>0 §i @ (D;) > @ (Dg), i=1,m, atunci exista o functie
de potential @' astfel incat:

1. @' (Dg) = 0si @' (D3) 2 0,i=1,m
Costurile amortizate cost,' (op;), i=1,m, calculate pentru functia de
potential @', sunt aceleasi ca si costurile amortizate cost, (op;) calculate
pentru @.

Sa construim @' astfel incat @' (p;) = ®(D;) - ®(Dgy), i=0,m. Se verifica
relatiile de potential:

(0N (Do) = cD(Do) - (D(Do)
@' (D3) = ©@(D;) - ®(Dg)

0
0

vV

costa' (opj) = cost(op;) + (0N (D;) - (0N (Dj-1)

cost(op;j) + @®(Dj) - ®(Dg) - ®(Dj_1) + ®(Dg)
cost(op;) + CI)(Di) - (I)(Di_l)

= cost,(op;)-

Pentru functia @ (absy(1,R)) = #L din analiza inelului unidirectional, propozitia
(2.7) nu poate fi aplicata deoarece preconditia @ (p;) = ®(Dg) necesara aplicarii nu
este satisfacuta pentru orice i=1,m. Intr-adevar, ® (Dg) >0 arata ca inelul nu este vid la
inceputul operatiilor din secventa s. Este usor de observat ca dupa o normalizare
efectiva impuséa de operatorul op; rezultad @ (p;) =0, iar relatia ® (p;) > ® (D) nu este
satisfacuta.

In cazuri similare cu cel de mai sus, unde ® (Dg)>0, ®(D;)20 pentru i=1,m, i
exista j astfel incat ®(p5) < @(pg), calculul costului secventei s poate fi efectuat
considerand functia de potential:

@' (Dg)
@' (D;)

®(Dg) > 0
®(D;) + ®(Dg) > 0, i=l,m
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Potentialul @' satisface ®' (p;)2®' (Dg), pentru i=1,m, iar costurile amortizate raman
nemodificate pentru i>1.

Pentru i>1 rezulta:

costa' (opj) cost(op;) + @' (D;) - @' (Dj_q)
cost(op;) + ®(D;) - ®(D;_q)

costa(opi).

Pentru i=1 obtinem:

costa' (op1) cost(op;) + @' (D7) - @' (Dg)
cost(opy) + ®(Dq)

cost (op7).

v

Cu exceptia opy, costurile amortizate pentru @' sunt aceleasi ca si cele
obtinute in cazul functiei de potential @ si cu conditia la limitd @ (Dg)=0. In ceea ce
priveste operatia opq, costul ei amortizat este cel al unei secvente de operatii s' =
oP1', ..., OPq', CU opg' = opp, care aduce structura de date dintr-o stare cu
potentialul 0 in starea D, .’

Sa observam ca functia @' satisface restrictile impuse de propozitia (2.7),
astfel incat costurile cost, ' sunt cele calculate pentru functia de potential

q)" (DO)
q)" (Di)

@' (Dg)- @' (Dg)
@' (D3)- @' (Dg)

0
®(D;) > 0,i=1,m

cu particularitatea operatiei opq, echivalenta secventei s' de operatii corespunzéatoare
transformérii de potential 0 — s' —» ®(Dq).

In concluzie, analiza amortizata folosind @ este relevanta si pentru @, pornind
de la structura p; pe care s-a executat deja prima operatie. Cu alte cuvinte, analiza
amortizata pentru o structura de date cu potential initial o (eventual vida), este
relevanta si pentru o structura de date aflata in orice stare initiala valida.

in cazul inelului cu starea initiald py= Abs(Lg,Rg), Lo#nil, functia de potential
modificata este:

D (Do) = #Lo
@' (D) = #L; + #Lg

Se constata ca, ignordnd prima operatie din secventa de operatii, se obtin
costurile amortizate corespunzatoare analizei ce porneste de la un inel cu #Lg=0.

1 Putem considera op; Ca operatie compusa din prelucrari ce pornesc de la o structura
de date cu potential nul.
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2.7.5 Verificarea unor proprietati ale inelului

Sa verificam proprietatea VieN,XeT Ring | —empty(X) e Prop(i,X), unde

Prop (i, X) =gef top (movei (X)) = element (i, X)

Proprietatea este reprezentativd unui inel unidirectional si arata ca dupa i
deplasari succesive ale varfului unui inel nevid, elementul de la varf este al i-lea
element din inelul initial. in acest fel, se precizeaza c& deplasarea varfului pastreaza
ordinea elementelor din inel. Proprietatea foloseste urmatorii operatori auxiliari:

- element: N x (T Ring\{void}) - T — element (i,X) reintoarce elementul i
mod size (X) din inelul nevid x.

- elm: N x (T Ring\{void} - T —elm(i,X) reintoarce elementul din pozitia i,
0 <i<size(X), dininelul nevid x.

- size: T Ring - N — size(i,X) este numarul de elemente din inelul x.
Pentru a scurta scrierea, adoptam #x ca notatie alternativa a lui size (X).

Extinsa cu acesti operatori, specificatia tipului T Ring devine:

T Ring ::= void | ins(T, T Ring)

top: T Ring \{void} —» T
move: T Ring\{void} — T Ring
del: T Ring\{void} — T Ring
empty: T Ring — bool

element: N x (T Ring \{void})—> T
elm: N x (T Ring\{void}) > T
size: T Ring > N

(1) empty(void) =1

(2) empty(ins(e,X)) =0

(3) top(ins(e,X)) = e

(4) del(ins(e,X)) =X

(5) move(ins(e,void)) = ins(e,void)

(6) move(ins(e,ins(e',X))) = ins(e', move(ins(e,X)))

(7) element(i,X) = elm(i mod size (X),hX)

(8) elm(0,X) = top(X)

(9) elm((i+l),ins(e,X)) = elm(i,X), pentru i < size(X)
(10) size(void) = 0

(11) size(ins(e,X)) = l+size (X)

Pentru verificarea Prop(i,X), sunt utile urmatoarele doua propozitii,
demonstrate prin inductie structurala.
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Propozitia 2.8 VXeT Ring | —empty (X) ® P1 (X), CU Py (X) =4 ¢ #move (X)) = #X
Cazde baza. x = ins(e,void).
#move (ins (e,void)) — 5 — #ins (e,void)

Pas de inductie. X = ins(e,ins(e',Xx')). Ca ipoteza inductivd consideram
adevarata proprietatea VeeT e Pq (ins(e,X')).

#move (ins (e,ins (e',X")))
— 6 — #ins(e',move(ins(e,X"')))
— 11 > 1+ #move(ins(e,X'"))
— ip.ind - 1l+#ins(e,X"')
— 11 > 2+#xX

#ins(e,ins(e',X"))
— 11 > 1l4+#ins(e',X'")
— 11 > 2+#xX

|

Propozitia 2.9 VieN,XeT Ring | —empty(X) e P, (i, X), unde

Py (1,X)=gef element (i, move (X)) = element(i+l,X)

Caz de baza. x = ins(e,void). S& verificdm P, (i,X), pentru ieN ales
arbitrar.

element (i, move (ins (e,void)))
— 5 —» element(i,ins(e,void))
— 7 > elm(i mod #ins(e,void) ,ins(e,void))
— 11,10 > elm(i mod 1, ins(e,void))
— mod — elm(0, ins(e,void))
— 8,3 5 e

element (i+1,X)
— 7 > elm((i+l) mod #ins(e,void),bins(e,void))
— 11,10 > elm((i+l) mod 1, ins(e,void))
— mod — elm(0, ins(e,void))
— 8,3 5 e

Pas de inductie. x = ins(e,ins(e',X')). Ca ipoteza inductiva consideram ca
este adevarata proprietatea VeeT e P, (i,ins(e,X')), pentru ieN ales arbitrar. S&
aratam ca proprietatea p, (i,X) este adevarata. Notam:

LHS = element (i,move (X))
RHS = element (i+1,X)
LHS = element(i,move(ins(e,ins(e',X'))))

— 6 > element(i,ins(e',move(ins(e,X'))))
— 7,11,P1 —> elm(i mod (2+#X') ,ins (e' ,move(ins(e,X'))))
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Caz (a): i mod (2+#x')=0. Atunci, avem (i+1) mod (2+#X') = 1.
LHS = elm(0,ins(e' ,move(ins(e,X')))) — 8,3 —» e'

element (i+l,ins(e,ins (e',X"')))

— 7,11 > elm((i+l) mod (2+#X'), ins(e,ins(e',X')))
— [(i+1l) mod (2+#X') = 1] > elm(l, ins(e,ins(e',X')))
— 9 > elm(0,ins(e'X'"))

— 8,3 > e'

g

Caz (b): i mod (2+#X')>0. Atunci, i>0 $i i mod (2+#X')= (i-1) mod (2+#X')+1.

LHS = elm((i-1) mod (2+#X')+1,ins(e',move (ins(e,X'))))
— 9 5 elm((i-1) mod (2+#X') ,move (ins(e,X')))
— [(i-1) mod (2+#X') < 1+#X'] >
elm(((i-1) mod (2+#X')) mod(1+#X'), move(ins(e,X')))
— P;,7 — element((i-1) mod (2+#X') , move(ins(e,X')))
— ip.ind — element((i-1) mod (2+#X')+1l, ins(e,X'))
— [imod (2+#X') = (i-1) mod (2+#X')+1] —
element (i mod (2+#X'), ins(e,X'))
Caz (b1): i mod (2+#X') = 1+#X'

LHS = element (1+#X', ins(e,X'))
— 7 > elm((1+#X') mod ins(e,X'), ins(e,X"))
— 11 5> elm((1+#X') mod (1+#X'), ins(e,X'"))
— mod — elm(0, ins(e,X'))
— 8,3 > e

Totodata, i mod (2+#X') = 1+#X' = (i+l) mod (2+#X') = 0

RHS = element(i+l, ins(e,ins(e',X')))
— 7,11 - elm((i+l) mod (2+#X'), ins(e,ins(e',X"')))
— [(i+1l) mod (2+#X') = 0] » elm(0, ins(e,ins(e',X')))
— 8,3 > e

Caz (b2): i mod (2+#X') < 1+#x’

LHS = element (i mod (2+#X'), ins(e,X'"))
— 7,11 > elm((i mod (2+#X')) mod (1+#X'), ins(e,X'))
— mod - elm(i mod (2+#X'), ins(e,X'"))
— 9,[0 < imod (2+#X') < 1+#X'] — elm(i mod (2+#X')-1, X")

RHS = element(i+l, ins(e,ins(e',X')))
— 7,11 > elm((i+l) mod (2+#X'), ins(e, (ins(e',X'")))
— [(i+1l) mod (2+#X') = (i mod (2+#X'))+1] >
elm((i mod (2+#X'))+1l, ins(e, (ins(e',X')))
— 9 > elm(i mod (2+#X'), ins(e',X'"))
— 9,[0 < imod (2+#X') < 1+#X'] > elm(i mod (2+#X')-1, X')
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Propozitia 2.10 Exista proprietatea VieN,XeT Ring |—empty (X) o Prop (i, X),
unde )
Prop (i, X) =def toP (movel (X)) = element (i,X).

Demonstratia este prin inductie dupa i.
Caz de baza. i=o0.

top (move0 (X)) = top(X)

element (0,X)
— 7 > elm(0 mod #X,X)
— mod — elm(0,X)
— 8 - top(X)

Pas de inductie. i>0. Ipoteza inductiva este VXeT Ring|—empty (X) eProp (i,X).
Sa aratam ca prop (i+1,X) este adevarata, adica

top (movei"'l (X)) = element (i+l1,X)

top (movei+1 (X)) = top (movei (move (X)))
— ip.ind — element (i,move (X))
— Py —> element(i+1,X)

|

2.7.6 O implementare Haskell a inelului

Desi codificarea directd — fintr-un limbaj de programare functionala — a
specificatiilor tipurilor de date si implementarilor abstracte depaseste cadrul acestei
carti, o incursiune superficiala si succintd in acest domeniu este interesanta. Este
scopul acestei sectiuni care prezinta:

¢ Codificarea Haskell [Tho 96] a specificatiei T Ring.
e Implementarea efectiva a inelului conform T Ring = Abs(T List, T List).
e O aplicatie a inelului pentru sortarea unei liste de chei.

Programele de mai jos corespund aproape ad-litteram specificatiei T Ring sau
ecuatiilor de implementare si, evident, sunt executabile. In particular, programul
corespunzator specificatiei T Ring poate fi considerat ca o implementare "abstracta" a
inelului. Totusi, in programele Haskell apar urmatoarele diferente minore sau variante
de notatie Tn raport cu textul din carte:

Program Haskell Specificatie T Ring
Ring t T Ring

e:l cons (e, l)

[1 nil (lista vida)

(f x) £ (x)
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Rescrierea Haskell a specificatiei inelului

module T Ring where

-- Constructorii de baza: Void si Ins
-- Limbajul impune nume ce incep cu litere mari

data Ring t = Void
| Ins (t, Ring t) deriving (Eq, Show)

-- Functii corespunzdtoare constructorilor de baza, utile
-- pentru compatibilitate deplind cu implementarea inelului

void = Void
ins(e,x) = Ins (e, Xx)

-- Axiomele operatorilor (signaturile sunt sintetizate automat)

empty (Void) = True

empty (Ins(_,_)) = False

top(Ins(e,_)) = e

del(Ins(_,x)) = x

move (Ins (e,Void)) = Ins(e,Void)

move (Ins(e,Ins(e',x))) = Ins(e',move(Ins(e,x)))

-- Axiomele operatorilor necesari proprietdtilor P1,P2 si Prop

element (i,x) = elm(i ‘mod’ size(x), x)
elm(0,x) = top(x)
elm(i+l,Ins(_,x)) = elm(i, x)

size(Void) = 0
size(Ins(_,x)) = l+size(x)

-- Proprietatile Pl, P2 si Prop din sectiunea 2.7.5, unde
-- move_i(n,x) este move aplicat de n ori inelului x

Pl x = size(x) == size (move (x))
P2(i,x) = element(i,move(x)) == element(i+l,x)
prop(i,x) = top(move_ i(i,x)) == element(i,x)
where move_ i(0,x) = x
move i (i+l,x) = move_ i (i,move(x))

-- Functie care construieste un inel cu cheile unei liste
make ring [] = Void
make ring (e:1l) = Ins(e,make_ring 1)

-- Un inel
x = make_ring [1,2,3,4,5,6,7,8]

Aplicatiile p1 (x), p2 (i,x) $i prop(i,x) reintorc valoarea True pentru orice i>0
si orice inel nevid x.
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Codificarea Haskell a implementarii inelului

module Ring where
-- O implementare a tipului T Ring in Haskell, ca o pereche de liste

-- Reprezentarea inelului ca pereche de liste cu elemente de tip t
data Ring t = Abs([t],[t]) deriving (Eq,Show)

normalize(l,r) = if r==[] then ([], (reverse 1)) else (1l,r)

-- Ecuatiile de implementare a operatorilor inelului
void = Abs([],[])

ins (e,Abs(l,r)) = Abs(l,e:r)

del (Abs(l,r)) = Abs(normalize(l, (tail r)))

move (Abs(l,r)) = Abs(normalize((head r):1, (tail r)))
top (Abs(l,r)) = head r

empty (Abs(l,r)) = r == []

-- Axiomele operatorilor necesari proprietdtilor P1,P2 si Prop

size(x) = if empty(x) then 0 else l+size(del(x));;
elm(0,x) = top(x)

elm(i+l,x) = elm(i,del(x))

element (i,x) = elm(i ‘mod’ size(x), x)

{_
Axioma elm(i+l,ins(e,x))) = elm(i,x) este rescrisa in stilul
elm(i+l,y) = elm(i,del(y)) folosind schimbarea de variabila
y = ins(e,x) => x = del(y).

La fel s-a procedat si pentru axioma size(ins(e,x)) = l+size(x)

scrisa size(x) = l+size(del(x))

-- Proprietatile Pl1, P2 si Prop din sectiunea 2.7.5, unde
-- move_i(i,x) este move aplicat de i ori inelului x

Pl x = size(x) == size(move (x))
P2(i,x) = element(i, move(x)) == element(i+l,x)
prop(i,x) = top(move i(i,x)) == element(i,x)

move_i(0,x) = x

move i (i+l,x) move_ i (i,move (x))

-- Functie care construieste un inel cu cheile unei liste

make ring [] = void
make ring (e:l) = ins(e,make_ring 1)
-- Un inel

x = make_ring [1,2,3,4,5,6,7,8]

Aplicatile p1(x), p2(i,x) Si prop(i,x) reintorc valoarea True pentru orice
i>0 si orice inel nevid x. Evident, din moment ce implementarea respecta axiomele
specificatiei T Ring, ea conserva si proprietatile inelului.
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O aplicatie: sortare pe baza de inel

Sortarea unei liste unidirectionale folosind un inel de tip T Ring se aseamana
cu sortarea prin insertie directa a unui vector. Pentru simplitate, consideram sortarea
nedescrescatoare a unei liste cu chei intregi, deci presupunem ca tipul generic T din
specificatile T List $i T Ring este particularizat la tipul de date int.

O varianta simpla de sortare a unei liste nevide 1 consta in construirea unui nou
inel sortat prin insertia elementului head (1) Tntr-un inel sortat in aceeasi maniera si
care contine elementele listei tail (1). Evident, pentru o lista vida, inelul sortat este
vid. Operatia de baza a sortarii este

put: int x int Ring — int Ring
si satisface axiomele
(pl) put(e,void) = ins(e,void)

(p2) put(e,ins(e',X)) = if e < e' then ins(e,ins(e',X))
else ins(e',put(e, X))

Sa aratam ca, pentru Xeint Ring deja sortat nedescrescator, put(e,X)
produce un inel sortat nedescrescator. Pentru ca avem nevoie de formalizarea notiunii
de inel sortat nedescrescator, definim urmatoarele predicate:

ord: int Ring — bool Si
min: int X (int Ring) — bool

astfel incat:

(ol) ord(void) =1
(02) ord(ins(e,X)) = min(e,X) A ord(X)

(ml) min(e,void) =1
(m2) min(e,ins(e',X)) = e < e' A min(e,X)

De asemenea, consideram adevarate proprietatile
VXeint Ring, e€int,e'e€int e P' (e,e',X)
VXeint Ring, e€int,e'e€int e P" (e,e',X)

unde,

P'(e,e',X) =def min(e,put(e',X)) = e < e' A min(e,X)
P" (e,e',X) Tdef € S €' A min(e',X) = min(e,X)

Demonstratiile sunt prin inductie structurala, fiind Iasate ca exercitiu.

Folosind ord, proprietatea esentiala pe care se bazeaza procesul de sortare
poate fi formulatd VvXeint Ring, ecint e P(e,X), CU

P(e,X) Zdef ord(X) = ord(put(e, X))
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Propozitia 2.11 vxeint Ring e P(X). Demonstratia este prin inductie structurala.
Caz de baza: x = void. Sa alegem eeT arbitrar.

P(e,void) = ord(void) = ord(put(e,void))
— o0l > 1 = ord(put(e,void))
— Pl > 1 = ord(ins(e,void))
— 02 > 1 = min(e,void) A ord(void)
—ml,ol > 1 =1
=1

Pas de inductie: X = ins(e',X'), unde e'eint $i X'eint Ring sunt valori alese
arbitrar. Ca ipoteza inductiva, consideram adevarata proprietatea p(e,X') pentru
ecint ales arbitrar. Sa aratam ca proprietatea p (e,X) este adevarata, anume ca:

ord(ins(e',X')) = ord(put(e,ins(e',X')))

Daca termenul ord (ins (e',X")) este fals, implicatia este adevarata banal. Sa
consideram ca ord(ins (e',X')) este adevarat. Atunci, conform axiomei (o2) avem
urmatoarele concluzii:

(cl) min(e',X') =1
(c2) ord(X') =1

Pentru ca implicatia Pp(e,x) sa fie adevarata trebuie ca termenul
ord (put(e,ins(e',X'))) sa fie adevarat.

Caz1. e < e’

ord (put(e,ins(e',X')))
— P2 > ord(ins(e,ins(e',X")))
— 02 —> min(e,ins(e',X')) A ord(ins(e',X'))
— m2 > e < e' A min(e,X') A ord(ins(e',X'))
— Caz 1, cl, P"(e,e',X')—> ord(ins(e',X'))?2
— ipoteza —» 1

Caz2.e > e’

ord(put(e,ins(e',X')))
— p2 — ord(ins(e',put(e,X')))
— 02 — min(e',put(e,X')) A ord(put(e,X'))
— ip.induct. P(e,X'), c2 > min(e',put(e,X'))3
— P'(e',e,X') > e' £ e A min(e',X")
— Caz 2, cl > 1

2 Termenul min (e,X') este adevarat conform implicatiei P" (e, e' ,X"')
3 Termenul oxrd (put (e,X')) este adevarat conform implicatiei P (e ,X")
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Considerand lista de sortat 1 = cons(1;,cons(1,,...,cons(1,,nil)...)),
atunci, prin inductie dupa n si conform propozitiei (2.11), inelul

r = put(ly,put(ly,...,put(l,,void)...)
rezultd sortat nedescrescator. Functia care care construieste inelul r este:
ring_sort: int List — int Ring

ring_sort(nil) = void
ring sort(cons(e,L)) = put(e,ring sort(L))

Daca dorim ca rezultatul sortarii sa fie o lista, inventam o functie care descarca
elementele unui inel (indiferent de tipul elementelor) intr-o lista initial vida.

ring to_list: T Ring —» T List

ring to_list(void) = nil
ring_to_list(ins(e,X)) = cons(e,ring to_list (X))

in final, functia de sortare este reprezentatd de compunerea functiilor
ring_sort $iring to list!

sort: int List — int List

sort L (ring_to_list o ring_sort) (L)

ring to_list(ring_sort (L))

Transcrierea Haskell a sortarii, impune modificarea axiomelor functiilor put i
ring_to_list.* Prima axiom& a functiei put este transformata prin schimbarea de
variabild x = void, impunand restrictia empty (x). Cea de a doua axioma a lui put
este transformata folosind schimbarea de variabila x = ins(e',X) $i observand, pe
baza axiomelor din specificatia inelului, cd: e’ = top(x) $iX = del(x). Se obtine:

| ins(e,void), daca empty (X)
put(e,X) = | ins(e,X), daca —empty (X) A e < top (X)
| ins(top (X) ,put(e,del(X))), daca —empty (X) A e = top(X)

Similar, sunt transformate si axiomele functiei ring_to_1list:
| nil, daca empty (X)

ring to_list(X) = |
| cons(top(X),ring_to_list(del(X)))

4 Motivul 7l constituie definirea constructorilor void si ins ca functii implementate pe
baza constructorului Abs. Haskell nu accepta ca parametrii formali ai functiilor sa fie specificati
in forma unor aplicatii de functii, asa cum cer axiomele nemodificate ale lui put si
ring_ to_list. Totodatd, codificarea din modulul RingSort are un avantaj: functioneaza
corect cu ambele implementari ale inelului, conforme modulelor T_Ring $i RingImpl.
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Intr-o prim& varianta, codificarea Haskell a sortarii urméreste indeaproape
specificarea functiei sort.

module RingSort where
import RingImpl

sort 1 = (ring_to_list . ring sort) 1
where -- £ . g este compunerea lui f cu g
ring sort [] = void

ring sort (e:1l) = put(e,ring_sort(l))

put (e, x)
| empty(x) = ins(e,void)
| e < top(x) = ins(e,x)

| otherwise = ins(top(x) ,put(e,del(x)))

ring to list x
| empty(x) = []
| otherwise = (top x):(ring_to_list (del x))

O varianta mai sofisticata foloseste o prelucrare interesanta, dar comuna in
limbajele de programare functionale. Prelucrarea corspunde urmatoarei funciii:

foldr: ((T X T') > T') X T' x (T List) > T'
foldr (£f,X,nil) = X
foldr (f,X,cons(e,L)) = f(e,foldr(f,X,L))

Prin urmare, aplicatia foldr (put,void, 1), unde 1 = cons(1ly,cons(ly,...,
cons(1l,,nil)...)), este echivalentd cu put(l,put(l,,...,put(l,,void)...),
adica are efectul ring_sort(1).

module RingSort where
import RingImpl

sort 1 = ring_to_list(foldr put void 1)
where
put e x -- vezi comentariul®
| empty(x) = ins(e,void)
| e < top(x) = ins(e,x)
| otherwise = ins(top(x), put e (del x))

ring to_list x
| empty(x) = []
| otherwise = (top x):(ring_to_list (del x))

S foldr cere ca put sa fie o functie binara. n Haskell, put (e, x) defineste o functie cu
un singur parametru din multimea produs int x int Ring, in timp ce put e x descrie o functie
binara cu primul parametru de tip int si al doilea parametru de tip int Ring. Diferenta este
mai subtild: o functie binara poate fi aplicatd partial. Aplicarea asupra primului parametru
produce o functie unara care asteapta cel de al doilea parametru. Din program, se vede ca
insasi foldr este o functie ternara care are proprietati similare.
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La incarcarea si executia programului, se poate obtine un rezultat de forma:

RingSort> sort [5,1,2,7,1,2,5,6,4]
[1,1,2,2,4,5,5,6,7] :: [Integer]

Modulele Haskell de mai sus implementeaza mai mult decat sortarea unei liste
de intregi. Ele descriu sortarea unei liste cu elemente de orice tip peste care este
definita o relatie de ordine. Generalitatea este vizibila din signatura Haskell a functiei
sort, sintetizata automat, anume:

RingSort> :type sort
sort :: Ord t => [t] -> [t]

Signatura arata ca tipul t trebuie sa faca parte din clasa ord, clasa tipurilor
peste care este definita o relatie de ordine. Astfel, se poate scrie:

RingSort> sort [True,False]

[False,True] :: [Bool]
RingSort> sort [2.1,3.0,3.14,0.1,4.5]
[0.1,2.1,3.0,3.14,4.5] :: [Double]

Complexitatea amortizata a sortarii, anume C(n) =T(n) +D(n) + R(n), unden
este numarul de chei din lista de sortat, tine cont de complexitatea T (n) a compararii
cheilor, de complexitatea amortizata o (n) a operatiilor del efectuate in cursul sortarii
si de complexitatea amortizata R (n) a descarcarii inelului sortat in lista rezultat. La
insertia celei de a i-a chei in inel se efectueaza cel mult i-1 comparatii, iar lungimea
secventei de operatii del este i. Descarcarea inelului implica o secventd de n
operatii del, celelalte operatii ale descarcarii avand complexitate O (1) . Deci,

n n
T(n) < O(1) 2 (i -1, D(n) = » O@) $i R(n) = O(n)
i=1 i=1

Rezultd c(n) = O(n?).

Comentarii

Continutul sectiunii 2.7.6 depaseste cadrul strict al analizei algoritmilor, fiind la
intersectia urmatoarelor domenii: metode formale, programare functionald, analiza
algoritmilor. Dar morala este vizibila si importanta: este mai sigur si, in unele cazuri,
mai usor sa se dezvolte teoretic un algoritm corect decéat sa fie construit un algoritm
"intuitiv" care, ulterior, trebuie verificat. Totodata, dezvoltarea elaborata, pornind de la
specificatii, poate salva timp si efort in procesul implementarii algoritmului i validarii
programului. Concluzia capaté greutate mai ales pentru aplicatiile critice, acolo unde o
anomalie a algoritmului poate fi extrem de costisitoare.

Cine doreste sa afle mai mult despre Haskell poate consulta situl
http://www.haskell.org, unde se gasesc medii de programare Haskell, inclusiv
documentatie Haskell (manual de referinta).
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Exercitii

Propozitia 2.12 VxXeint Ring, ecint,e'eint e P'(e,e',X), unde

P'(e,e',X) =gof min(e,put(e’',X)) = e < e' A min(e, X)

Demonstratia este prin inductie structurald. Alegem eeT, e' €T $i XeT Ring la
intdmplare si notam:

LHS

RHS

min (e,put(e',X))
e < e' A min(e, X)

Caz de baza. x = void.

LHS

min (e,put(e',void))
— p2 > e < e' A min(e,void)
— ml > e < e'

RHS = e < e' A min(e,void)
— ml > e < e' = LHS

Pas de inductie. Alegem ca ipoteza inductivd P' (e,e',X) $i demonstram ca
proprietatea P' (e,e',ins (e",X)) este adevarata, pentru e"eT ales la intamplare.

RHS = e < e' A min(e,ins(e",X))
— m2 > e < e' ANe < e" A min(e, X)

Caz1l.e' < e"

LHS

min(e,put(e',ins(e",X)))
— P2 > min(e,ins(e',ins(e",X)))
— m2 > e < e' A min(e,ins(e",X))
— m2 > e < e' Ae L e" A min(e,X)
— Caz 1 > e < e' A min(e,X)

RHS = e < e' A min(e,ins(e",X))
— m2 5> e < e' ANe £ e" A min(e, X)

— Caz 1 > e < e' A min(e,X) = LHS

Caz2.e' > e"

LHS

min(e,put(e',ins(e",X)))
— p2 — min(e,ins(e",put(e’',X)))
— m2 > e < e" A min(e,put(e’', X))
— ip.iduct. > e < e" A e £ e' A min(e, X)
— Caz 2 > e £ e" A min(e,X)

RHS = e < e' A min(e,ins(e", X))
— m2 > e < e' Ae L e" A min(e,X)
— Caz 2 > e £ e" A min(e,X) = LHS
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Propozitia 2.13 VXcint Ring, ecint,e'eint e P"(e,e',X), Uunde

P" (e,e',X) “def € S €' A min(e',X) = min(e,X)

Demonstratia este prin inductie structurald. Alegem eeT, e' €T $i XeT Ring la
intdmplare si notam:
LHS = e < e' A min(e', X)
RHS min (e, X)

Caz de baza. x = void.

LHS = e < e' A min(e',void)
— ml > e < e'

RHS = min (e,void)
—ml > 1

S-a obtinut tautologiae < e' = 1.

Pas de inductie. Alegem ca ipoteza inductiva p" (e,e',x) si demonstram ca
proprietatea P" (e,e',ins (e",X)) este adevarata, pentru e"eT ales la intAmplare.

LHS = e < e' A min(e',ins(e",X))
— m2 > e < e' Ae' L e" A min(e', X)

Sa consideram ca LHs = 1. Atunci,

(c1) Conform ipotezei inductive, min (e,X) = 1 Si
(c2) e < e"

RHS = min(e,ins(e",X))
— m2 > e < e" A min(e,X)
— cl,c2 5> 1
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