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limbaje formale si translatoare Seminar LFA

1 Elemente de teoria limbajelor formale

Definitia 1.1. Se numeste alfabet orice multime finitd T de simboli.
Definitia 1.2. Se numeste /imbaj peste un alfabet T orice submultime a mulfimii T*.

1.1 Gramatici

Definitia 1.1.1. O gramaticd este un cvadruplu G = (N, T, P, S) unde:

* N este o multime finitd de simboli numiti simboli neterminali

* T este o multime finitd de simboli numiti terminale (NnT = 0)

P este o submultime a multimii (N u T)* N (Nu T)* x(Nu T)* si reprezintd multimea
productiilor gramaticii G. Un element p € P, p = (a,P) se reprezinta sub forma: oc -> p

* S e N se numeste simbolul de start al gramaticii

Definitia 1.1.2. Se numeste formd propozitionald in gramatica G orice sir din (N u T)*
obtinut prin aplicarea recursivd a urmatoarelor reguli:

1. S este o formd propozitionald;
2. Dacd ocpy este o formd propozitionald si existd o productie p -> 8 atunci si a5y este o
formd propozitionald.

Definitia 1.1.3. Se numeste propozitie generatd de gramatica G o formd propozitionald in G
care contine numai terminale.

Definitia 1.1.4. Se spune cd intre doud forme propozitionale a i p in gramatica G existd
relatia de derivare notatd cu a =>p dacé existd doud siruri wl, w2 si o productie y —> 8 astfel
inct a = wlyw2 si P = wl8w2. Se spune cd intre formele propozitionale a si P existd relatia de
derivare notati a =>* P daci existd formele propozitionale 8, Si, 82,..., §k astfel incat a = 80 =>
81 =>... =>8k = p. inchiderea tranzitivi a relatiei de derivare se noteazd cu =>"*

Definitia 1.1.5. Fie G o gramaticd. Se numeste limbaj generat de gramaticd G si se noteazi
L(G) multimea propozitiilor generate de G. Altfel spus:

L(G)={weT*|S=>""w}

Definitia 1.1.6. Doud gramatici G1, G2 se numesc echivalente dacd genereazd acelasi limbaj
adicd L(G1) = L(G2).

limbaje formale si translatoare Seminar LFA

1.1.1 Ierarhia Chomsky

Gramaticile pot si fie clasificate conform complexitdtii productiilor in urméitoarea ierarhie:

* gramatici de tip 0 (fird restrictii) - au productiile de forma:

a-»Pcuae NuT)* N(NuT)*, Pe (NuT)*

* gramatici de tip 1 (dependente de context - GDC) - au productiile de forma:

aAP->ayp,a, Pe(NuT)* AeN,ye (NUT)"

sau de forma

S >k

in al doilea caz S nu apare in membrul drept al nici unei productii.

* gramatici de tip 2 (independente de context - GIC) au productiile de forma:

A-"a,AsN,ae(NU T)*
* gramatici de tip 3 (regulate la dreapta - GR) - au productiile de forma:
A-H>ocBcuAeN,Be(Nu A}) sia e T

Corespunzitor multimii gramaticilor G[k], k = 0,1, 2, 3 existd multimea L[K] care reprezintd
multimea limbajelor ce pot fi generate de o gramaticd din G[k]. L[0] este multimea limbajelor
generale care pot fi generate de o gramaticd de tip 0 (fdrd restrictii), L[I] este multimea
limbajelor dependente de context (generate de o GDC), L[2] multimea limbajelor independente
de context (generate de o GIC), iar L[3] multimea limbajelor regulate (generate de o GR). Se
poate arita ca are loc incluziunea:

L[3]cL[2]cL[l]cL[O].

Termenul de "dependent de context” provine din faptul ci productia ocAp —> ayP, poate si
fie interpretatd ca - neterminalul A poate sd fie inlocuit cu sirul y doar in contextul dat de
sirurile a ¢i p. Similar termenul "independent de context" provine din faptul ci o productie de
forma A —- a se poate interpreta ca - neterminalul A poate si fie inlocuit cu sirul a indiferent de
context (indiferent de simbolii Intre care apare).

Se observd cd intr-o gramaticd independentd de context prin aplicarea unei productii de
formd A —» a asupra unei forme propozitionale, lungimea acesteia poate si devind mai micd
(dacd a este sirul vid), egald (dacd a este un terminal sau neterminal) sau mai mare (dacd a este
un sir de lungime mai mare decit 1). Acest lucru nu este valabil pentru gramaticile dependente
de context unde lungimea unei forme propozitionale in urma aplicdrii unei productii de forma

aAP->ayP,a, PE(NUT*, AeN,ye(NUT)"

devine mai mare (dacd y este un sir de lungime mai mare decat 1), cel mult egald (dacd y este
un sir format dintr-un neterminal sau un terminal). Prin urmare, nu este evident cd orice
gramaticd independentd de context este si dependentd de context. Se poate demonstra cd pentru
orice gramatica independentd de context existd o altd gramaticd independentd de context
echivalentd obtinutd prin transformdri, astfel incAt modul de crestere a lungimii formelor
propozitionale si fie similard cu cea a gramaticilor dependente de context.

Intuitiv, o caracterizare a gramaticilor de mai sus poate fi ficutd din punctul de vedere al
"numdrarii" simbolilor. Astfel, gramaticile regulate pot "numara" pana la o limita finitd. De
exemplu, limbajul specificat prin L={0T|0<i<5} poate fi generat de o gramatici regulata
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G astfel: S-> 0000011111 | 00001111 | 000111 | 0011 | 01 | X

De asemenea, o gramatica independentd de context poate pastra un singur contor (limita nu
este cunoscuta sau fixatd). De exemplu, limbajul L = { 0T j n > 0 } poate si fie generat de

gramaticd independentd de context G = ({ S}, {0, 1}, P, S)unde P={S -» OS 1| X }.

Probleme

Sa se construiasca gramaticile care generecaza urmaitoarele limbaje:
proHeiTu 1.1-1
L={a"b"jn>0}

Solutie:
i Orice sir nevid w e L incepe cu simbolul a si se termind cu simbolul b, astfel incat poate sd
! fie scris sub forma w = a x b unde x este un sir de terminale care fie este vid, fie este de
" aceeasi formd cu sirul w. Prin urmare o gramatici G care genereazi limbajul L poate si fie:
:G={S}{ab},P,S)yunde: P={S»aSb|X}.

Verificare:
\ Pentru sirul vid (X) secventa de derivdri este S => L Pentru girul aaabbb secventa de derivari
esteS;=>aSb=>aaSbb=>aaaSbbb=>aaabbb

Comentarii:
Gramatica G este independenta de context. Se poate ardta cd in acest caz nu se poate construi
o0 gramatica regulatd care sd genereze acelagi limbaj, adicd sd fie echivalentd cu prima.

L={a®b"in>0}

Solutie:
Orice sir nevid w ¢ L incepe cu simbolul a si se termind cu simbolul b, astfel incét poate si
fie scris sub forma w = a x b unde x este un sir de terminale care fie este girul ab (n > 0, nu se
acceptd sirul vid), fie este de aceeasi formd cu sirul w. Prin urmare o gramatici G care
genereazi limbajul L poate si fie: G=({ S}, { a,b}, P, S)unde: P={ S->aSb|ab}.

Verificatei
Pentru sirul aaabbb secventa de derivdri este S=>aSb=»aaSbb=>aaabbb

Comentarii: . . . . L .-
Gramatica G este independenta de context

limbaje formale si translatoare Seminar LFA
problem» [.1-3
L={a"b"c"d"jn>] sim>1 }

Solutie:

Observz“im cd pentru orice sir w din L existd doud subsiruri independente wl = a"b" respectiv
w2 = ¢"d" care pot fi generate separat. Vom utiliza doud neterminale A,B pentru generarea
: celor doud subsiruri independente wl si w2. Primul subsir incepe intotdeauna cu a si se
* termind cu b, adicd wl = a'b" se poate scrie sub forma wl = a v b cu v un sir care este de
. aceeagi formd cu wl, si va fi generat in acelagi mod, sau este sirul vid. in mod analog,
subsirul w2 = c"d" poate fi generat astfel: w2 incepe in mod sigur cu simbolul ¢ si se
; termind cu simbolul d. Prin urmare, w2 se poate scric w2 = ¢ v d, unde v este de aceeagi
formd cu w2 sau este sirul vid. Astfel, multimea productiilor va contine productii de forma:
; A -» aAb | ab si B -> cBd | cd. Pentru concatenarea celor doud subsiruri, vom introduce
productia S -» AB. Prin urmare o gramatica care genereazd limbajul L este: G = ({ S, A, B },
i{a,b,c,d}, P, S)unde: P={ S->AB, A-»aAb | ab, B ->cBd | cd }.

Verificare;
Pentru girurile abccdd (n= 1 ¢i m = 2), respectivaabb cd (n =2 sim= 1) se obtin
urmdtoarele secvente de derivdri: S=> A B=>ab B=>abc¢ B d=>ab c ¢ d d respectiv S=> A
B=>aAb B=>aabbB=>aabbcd.

Comentarii:
Gramatica G este independenta de context

% pI‘Oblema—4,1A— 'e n_ /\>l\:_\v_ftf%v__/./Tv:T.uijn_jN o.mmmv*lin__n___nt/\n'<vv> ST '
L={a'c"d"|n>0sim>0}

Solutie:

Observidm cd pentru orice sir w din L existd doud subsiruri independente wl = a’b" respectiv
. W2 = c"d" care pot fi generate separat. Vom utiliza doud neterminale A,B pentru generarea ,
; celor doud subsiruri independente wl si w2. Primul subsir incepe intotdeauna cu a §i se
; termind cu b, deci wl = a'b" se poate scrie sub forma wl = a v b cu v un sir care este de
; aceeagi formd cu wl, si va fi generat in acelagi mod; deoarece n > 0wl poate fi si girul vid.
. In mod analog, subsirul w2 = c"d" poate fi generat astfel: w2 incepe in mod sigur cu
simbolul ¢ i se termind cu simbolul d. Prin urmare, w2 se poate scrie w2 = ¢ v d, unde v este
: de aceeasi formd cu w2; deoarece m > 0 w2 poate fi si sirul vid. Astfel, multimea
> productiilor va contine productii de forma: A -> aAb | X'si B -» ¢cBd | X. Pentru concatenarea
celor doud subsiruri, vom introduce productia S -» AB. Prin urmare o gramaticid care
; genereazd limbajul L este: G=({ S, A, B}, {a,b, c,d}, P, S)unde: P= { S->AB, A->aAb |
AB

Verificare:
Pentru sirurile a b (n = 1 si m = 0), respectiv ¢ d (n = 0 §i m = 1) se obtin urmitoarele
secvente de derivdri: S=> A B=>aAb B=>abB =>absi S=> AB=>B=>cBd=> cd.
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problema 1.1-5
L={a""c"d"|n>1simy 1}

Solutie:
Orice sirw din L incepe cu simbolul a, si se termind cu simbolul d. w se poate scrie caw = a
u d unde u este un sir care fie este de tipul celui din multimea L, fie este de forma b™c™, m >
1. Acesta din urma se poate scrie sub formab v ¢ cu v de aceeasi formd sau v este sirul vid.
Astfel, tindnd seama de observatiile anterioare, o gramaticad ce genereaza limbajul L este: G =

('S, A}, {a,b,c,d}, P, S)unde P={S-*aSd|aAd,A->-bAc|bc}.

Verificare:
Pentru sirul aabcdd(n = 2gim=1)se obtine urmdtoarea secventd de derivdri: aS
d=>aaAdd=>aabcdd.

Comentarii:
Se observd cd neterminalul A este utilizat pentru a genera subgiruri de forma b"c".
Gramatica G este independenta de context.

problema 1.1-6
L={we {0,1 }*|wcontine un numdr egal de 0 si 1 }

Solutie:

Fie w un sir oarecare astfel incdt w e { 0, 1 }* si #,(w) = #,(w) unde prin # (w) am notat
numdrul de aparitii ale simbolului a in sirul w. Dacd w incepe cu simbolul 0, atunci existd u
siv,uve {0, 1 }*cuusivavind fiecare un numdr egal de 0 si 1 (eventual zero) astfel
incét sirul w se poate scriew =0u 1 v, cuu, ve { 0,1 }* cu numar egal de 0 i 1 astfel incht
w = 0u I v. Productia care genereaza acest tip de siruri este: S -> 0 S 1 S. De asemenea,
dacd w e Lincepe cu 1, se aratd in mod analog cd w se poate scrie w=1u0Ovcuu, v siruri
cu numdr egal de 0 si 1. Pe baza celor de mai sus, rezultd cd o gramaticd care genereazd
limbajul Leste G=({ S}, {0, 1}, P, S)unde: P={S->0OS1S|[1ISOS|A.}.

Verificare:
Pentrusirul 0 1 0 1 1 0, se obtine urmétoarea secventd de derivari: S=>0S 1 S 01 SOS
IS=>010S1S="0101S="01011SOS=>bl10110S=*010 110.

Comentarii:
Gramatica G este o gramatica de independentd de context.

problema 1.1.-7 - !

L={we {0,1 }*|wnu contine subsirul 011 }

limbaje formale si translatoare Seminar LFA

Solutie:

Pres{lpunem cd parcurgem un sir din limbajul L incepand cu simbolul cel mai din stinga. Se
observd cd pot sd existe mai multe situatii in ceea ce priveste simbolul curent:

1 Simbolul curent este 1 si cel anterior a fost tot 1. Atata timp cét simbolul curent este 1 nu
suntem la un inceput al unui sub sir de forma 011.

2. Simbolul analizat este 0 adicd suntem la inceputul unei posibile secvente 011 care trebuie
rejectatd. Atéta timp cét simbolul curent este 0 este aceasi situatie. Dacd simbolul curent este
1 se trece 1n situatia urmatoare (3).

3. Simbolul curent este 1 si cel precedent a fost 0, adicd suntem in interiorul unei posibile
secvente 011 care trebuie rejectatd. De aici, singurul simbol posibil este 0 (1 ar genera
secventa 011), care ar putea sd inceapd o noud posibila secventd 011. Ca urmare, pentru un
simbol 1 suntem in situatia 2.

Vom codifica cele trei situatii posibile prin neterminalele S, A, B. Corespunzitor celor de
mai sus o gramaticd G care genereaza limbajul Leste: G=({ S,A,B}, {0,1 },P,S), P={
S->IS|0A| X, A-»0A 11B| X, B -» 0A | X }.

Verificare:
Pentru sirurile: 10 1, respectiv 0 10 1, secventele de derivdri sunt: S=> 1 S=> 1 0 A=> 10 1
B=>1015iS=>0A=>01B=>010A=>0101B=>0101.

Comentarii:
Gramatica G este regulata, iar limbajul L este de un limbaj regulat.

pichk-iis.i I.1-K
L={w6{0,1}* W divizibilicu3}

Solutie:
Vom presupune cd parcurgem sirul w de la stinga la dreapta considerdnd un prefix al
acestuia: w = u a v unde u este prefixul, a este simbolul curent (0 sau 1), iar v este restul
sirului (u, v e { 0,1 }*). Sunt posibile urmétoarele situatii:
1. Numarul de simboli din prefixul u este de forma 3 *n, ne N
2. Numarul de simboli din prefixul u este de forma 3*n + 1
3. Numarul de simboli din prefixul u este de forma 3*n+2
Asociem neterminalul S primei stiri (care este de altfel cea corespunzitoare generarii unui
Sir din limbajul L), iar celorlalte doud stiri neterminalele A, respectiv B. Din prima stare se
trece in a doua dupd ce se "citeste” simbolul curent (numérul de simboli cititi devine 3*n+1),
iar de aici, dupd "citirea” unui nou simbol, se trece in starea 3 si apoi din nou in starea 1 dupa
“citirea” urmdtorului simbol din gir, etc. Gramatica care genereazi limbajul L este: G = ({ S,
A,B},{0,1},p,S)undeP={S »* 0A|IA|X,A->0B 11B,B->0S|iS }.

Verificare:
Pentru sirul 010011, se obtine secventa de derivdri S=> 0A=> 01B=> 010S=> 0100A=>
01001B=> 010011S=> 010011.

Comentarii:
Altd gramatici regulati echivalentd este G1= ({ S}, {0, 1 }, P, S)unde: P={S->000S|
001S1010SI011SI100S|101S1110S1111S]|X}.
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I'roliluii.i I 1->

Solutie:

Sirurile din L pot fi de doud tipuri: cu i > j, respectiv i <j. Astfel, un sir w ¢ L poate fi scris

fie sub forma w = 0'0"l' daci i >j sin=1i-j, fie sub formaw = OTI' dacdi <jsin=j - i

in ambele cazuri, n > 0. Pentru generarea primului sir, vom observa ci acesta incepe cu 0 si
; se termind cu 1 si poate fi scris sub forma w = 0 u 1 unde u este fie de aceeasi formd, fie de

formd 0", cu n > 0. in mod analog, cel de-al doilea sir incepe cu 0 si se termind cu 1 i poate
i fi scris sub formd w = 0 u 1 unde u este fie un sir de aceeagi formd, fie de forma 1", cun > 0.
i Tinind cont de observatiile de mai sus, o gramatica ce genereazd limbajul L este G = ({ S, A,
B}, {0,1 },P,S)undeP={S-»0SI1|0A|IB,A->0A|A.,B-> IB | A}.

Verificare:
Pentru girul 0 0 0 1 se obtine urmditoarea secventd de derivari: S=>0S 1 = 00A 1=>00
0A1=>0001.

Comentarii:

G este o gramatica independenta de context.
Problema 1.1-10

L={x"y"|n<msau2*m<n,n,m> 1}
Solutie:
Limbajul L contine doud tipuri de siruri: siruri de forma x"y" cu 2*m < n, respectiv cun < m.
, Primul tip de sir poate si fie scris sub forma Xyy*" unden=2*m+r,cur>0 sim> 1
. iar pentru generarea lui pot sd fie utilizate productiile: Sj ->xAyy, A-> xAyylyC§iC
i ->y C|A. Al doilea tip de sir poate s fie scris sub forma xXy'undem=n+rcur>0 sin
> 1. Pentru generarea acestui gir se pot utiliza productiile: S, ->x By, B->x By |xD, D
; ->x D | X. Prin urmare, o gramatici care genereaza limbajul L este: G= ({ S, Si, S,, A, B, C,
\D}, {x,¥},P,S)undeP={S ->Si|S,, S, ->xAyy,A-»xAyy|yC,S,-»xBy,B
->xBy[xD,C->yC|A,D->xDJ|A}.

Verificare:
Pentru sirul x x x y y (pentru care m = 3 gi n = 2, adicd m > n) se obtine secventa de derivari:
TED=>xBy=>xxByy=>xxxDyy=>xxxyy. Fie sirul x X yyyyy (pentru care m =
2sin =5 adicd 2 * m< n). Pentru acest sir se obfine secventa de deriviri: S=> Si=> x Ay y=>
XXAYYyy=>xxyCyyyy=>XXyyyyy.

Comentarii:
G este o gramaticd independenta de context

limbaje formale si translatoare Seminar LFA

pinlil'.1l1.1 1.1-11
L={a"bc’d"|m+n=p+q,m,n,p,q>0}

Solutie:

Relatia din enunt poate fi scrisd sub forma m - q = p - n. Pot apare doud cazuri:

I m>g-Notimr=m-q=p-n,under>0sim=q+r&p=n+r. Fie LI limbajul
generat in acest caz. Atunci LI poate fi descris prin: LI = { a‘a'b"c"c¢'d* |n,g > 0, r> 0
}.Orice sir de aceasta formd, poate si fie scris ca w = a u d unde u este de aceeasi forma
cu w sau de forma a'b"c"c’ si in acest caz poate fi scris sub forma: u = a v c unde v este
fie de aceeasi formd cu u, fie este de forma b"c". in acest caz, v poate fi scris sub forma v
= b z ¢ unde sirul z este de aceeasi formd cu v, fie sirul vid. Prin urmare, vor fi utilizate
productiile: S -> aSd |A, A->aAc|B, B -»bBc| A

2. m<q. Notimr=q-m=n-p,under> 0 siprinurmare n=p +r& q=m + r. Fie L2
limbajul generat in acest caz. Prin urmare L2 = {a"b'b’c’d'd” | m, p>0, r>0}.Un sir |
oarecare w €L.2, poate fi scris sub formd w = a u d, unde u este de aceeasi formd cu w, j
sau w este de formd b'b°c’d’ si in acest caz u fie se poate scrie sub forma u-bv.dcuv ;
un sir de aceeasi formd cu u, sau u este de forma x = b°c’. Sirul nou obtinut poate fi ;
generat observand cd se poate scrie sub forma x = b z ¢ unde z este un gir de aceeasi

I formd cux. Pot si fie utilizate, productiile: S -»+ aSd | bCd, C -» bCd | D, D -> bDc | X. \
Se observd cd L = LI u L2 i cd cele doud neterminale B §i D se comporti la fel (adicd i
genereazad acelasi limbaj), si putem renunta la neterminalul D. |

Prin urmare, o gramatica G care genereaza limbajul Leste: G=({ S, A, B,C}, {a,b,c,d }, ]

P, S)unde P={ S ->aSd|A|bCd, A -» aAc| B, B->bBc|X, CH>bCd|B }.

Verificare:
Vom considera doua exemple de derivare: aab c c ¢ (cazul m > q), respectivabb c d d
!'(cazul m < q). Pentru sirul aa b ¢ ¢ ¢ se obtine secventa de derivdri: S => A =>aAc=>aa,
*Acc=>aaBcc=>aabBccc=>aabccc, respectiv pentru cel de-al doilea sir: S=>a S |

G este o gramatica independenta de context.

Problema li-42-7 "1 * ;™ <N

L={a"b"|In<m<2*n,n,m>1 }

Solutie:

Notdim cup=m-nsiq=2*n-mundep >0, q> 0. Prinurmare, n =p + qsim" 2*p +i
: q Si limbajul poate fi scris sub forma: L = { a™*"a’b’b’ | p, q> 0} :
; Un sir care apartine acestui limbaj, poate si fie scris sub forma wl = a a u b unde u este de ;
: aceeasi formd cu wl sau de formi a’b’. j

Sirul a’b® poate sd fie generat in mod aseménétor lui wl, observand cé poate si fie scris sub i
' forma w2 = a v b unde v este de aceeasi formd cu w2 sau este sirul ab. Prin urmare o
[gramaticaeste G=({ S, A}, {a,b }, P, S)unde P= { S -> aaSb | aaAb, A -» aAbij ab}. ...
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Verificare:
Fie sirul: aaabb (n= 2, m = 3). Sirul poate si fie obtinut utilizind urmitoarea secventd de
derivdri: S=>aaAb=>aaabhb.

Comentarii:
. G este o gramatica, independentd de context

problema 1.1-13

L= { wew"|w e {ab}* } unde prin u = w* am notat sirul care are proprietatea u, = w., i
pentruoricei=1,2,...,nunde n = |wj = [u| si w=wi w,... w, u=ui U2.. u, (sirul reflectat
corespunzator lui w).

Solutie:
Orice sir din limbajul I, are proprietatea cd incepe si se termind cu acelasi simbol sau este
doar simbolul c. in primul caz sirul poate si fie scris sub formaw =xuxundex e { a, b },
iar u are aceeasi proprietate ca w. Luind in considerare cele de mai sus, gramatica G care
genereazi limbajul Leste G=({ S}, {a,b,c}, P, S)unde P={ S ->aSa | bSb | ¢ }. intr-
adevdr, orice gir u generat de G are proprietatea cd existd w e {a,b}* astfel incat u = wew" si
pentru orice siru e L, existd o derivare S =*> u.

Verificare:
Pentru sirul ab a c a b a, se obtine urmitoarea secventd de derivdri: S => a S a:
=>abaSbaba=>abacaba

abSba

Comentarii:
G este o gramatica independentd de context

problema 1.1-14
L= {we {a,b}* = W'}
Solutie:
Un sir w care respectd conditia de mai sus poate si aibd una din urmitoarele forme: v

vivav®, vbvt unde v e { a, b }* este un sir oarecare. Pentru a genera aceste siruri, putem sa
utilizim gramatica G=({ S}, {a,b }, P,S)cuP={S >+ aSa|bSb|a|b | X}.

Verificare:
Fie sirul abaabaaba. Pentru obfinerea acestui sir putem sd considerdm urmdtoarea
secventd de derivdri: S=>aSa=>abSba=>abaSaba=> abaaSaaba=> abaa
baaba.

Comentarii: . s
G este o gramaticd independenti de context
10
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IMLIILT 1! 15

L =

Solutie:
Orice sir nevid w e L contine la inceputul sirului toate simbolurile a, dupd care urmeaza
toate simbolurile b si se termind cu simbolurile c. Pentru a genera toate a-urile se va folosi
neterminalul Si, pentru a genera toate b-urile se va folosi neterminalul S,, iar pentru a genera
toate c-urile se va folosi neterminalul S,. Prin urmare, gramatica G care genereaza limbajul L
poate si fie: G=({ S, S,, S,, S, }, {a,b,c }, P, S)unde: P={S->S,SS,,S, »a$, |a,s,
->bS,|b, S,->cS,|c}.

[erificare:
Fie sirul aabbbccec. Pentru obtinerea acestui gir putem si considerdm urmaétoarea secventd de
derivdri: S=> SiS,S,=>a SiS,S,=>aaS$§,S, >aabSS =>aabbS,S,=>aabbbS=>aa;
bbcS3=>aabbccS —>aabbcccS —>aabbbcccc

Comentarii:

G este o gramaticd independenti de context s
problema 1.1-16

i,j, k>0 } i

L= {aVc"\ i#j sauj #c,

Solutie:
Pot apare 4 cazuri:

" 1. Dacdi<j, notimp =j - I, rezultaj = p + i, p > 0. Fie LI limbajul generat in acest caz. j

Atunci LI poate fi descris prin: LI = { aibibpck | p > 0, i, k > 0 }. Vom folosi j

1 netermmalul SI pentru generarea subsirului aibi, pentru a genera subsirul bp se va folosi |

neterminalul S2, iar pentru a genera subsirul ck se va folosi neterminalul S3. Prin urmare |
vor fi utilizate productiile S -» SI S2 83, SI -»aSI b|ab, S2-»b S2jb,.S3 ->c S3 ]
C. i

2. Dacai>j, notimp =1i-j, rezultdi = p +j, p > 0. Fie L2 limbajul generat in acest caz. :
Atunci L2 poate fi descris prin: L2 = { a'VbV | p > 0,j, k > 0 }. Vom folosi neterminalul j
Si pentru generarea subsirului a’, pentru a genera subsirul a'b' se va folosi neterminalul ;
S2, iar pentru a genera subs1rul c* se va folosi netermmalul S,. Prin urmare vor fi utilizate j
productiile S * Si S, S,, SI -»as,|a, S,-»aS,b|ab, S,->cS,|c. j

. 3. Dacdj <k, notdim p = k -j, adici k =j + p, p > 0. Fie L3 limbajul generat in acest caz. j

bl

Atunci L3 poate fi descris prin: L3 = { aWc¢"’1 p> 0, ij > 0 }. Vom folosi neterminalul j
Sj pentru generarea subsirului a', pentru a genera subsirul bV se va folosi neterminalul j
S,, iar pentru a genera subsirul ¢’ se va folosi neterminalul S,. Prin urmare vor fi utilizate j

. .productiile S-» Si S,S,, Si-»aSi |a, S,-»bS,c|bc, S,;-"cS Jc..... 1
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.4. Dacd j >k, notim p =j - k, sij = p + k, p > 0. Fie L4 limbajul generat in acest caz Atunci
L4 poate fi descris prin: L4 = { a’b™b*c" | p > 0, i, k > 0 }. Vom folosi neterminalul Si
pentru generarea subsirului a’, pentru a genera subsirul b’ se va folosi neterminalul S, iar
pentru a genera subsirul b‘c” se va folosi neterminalul S,. Prin urmare vor fi utilizate

i productile S -» S, S, S,, S, -*aSi|a, S, > bS,Ib, S, -»bS,c|bc.

: Corespunzitor celor 4 cazuri notdm neterminalele Si, S,, S, cu Si, S],, Si, S, S,., S, S,.,

: 84, S,,, S,,, S.., S,,. Prin urmare gramatica ce genereaza limbajul este: G = ({ S, Si,, S,,,
Sies Sops Sas Sius So Sos Syes Sid, S, S, ), {a, b, ¢}, P, S)unde: P = { S-» SiS,.S,, |
Si,S,bS,b|Si.S,.S.,.jSi,S,,S,d, Si,—> aSj,b|ab,S,,—>bS,,|b,S,,—*cS, |c,Spb—>a
Sib|a,S, ->aS,blab,S, »cS,|c, Si,->aSi|a,S,->bS, c|bc, S,,»cS,,|
¢, Sid->aSid|a, S, ->bS,,|b,S,,H>bS,, c|bc}.

G este o gramatica independenta de context

L={a'b'c[i<j,i,j,k>0}

Notim p=j- i, adicdj =1+ p, p > 0. Atunci L poate fi descris prin: L = { a'b'b’c*j p>0, i, k
*>0 }. Vom folosi neterminalul A pentru generarea subsirului ab', pentru a genera subsirul b”

se va folosi neterminalul B, iar pentru a genera subsirul c" se va folosi neterminalul C. Prin

urmare, gramatica G care genereaza limbajul L poate sa fie: G=({ S, A, B, C}, {a, b, c },
j P,S)unde: P={S->ABC,A->aAb|A B->bB|b,C->cC|Al}.

; G este o gramatica independenta de context

L={a'b'c"|i+j=k,i,j,k>0}

Dacd k =i +j atunci L poate fi descris prin: L = { aWc'¢' | i,j > 0 }. Orice sir w din limbaj
incepe cu simbolul a, si se termind cu simbolul ¢. Deci, w se poate scrie caw = a u ¢ unde u
; este un sir care fie este de tipul celui din multimea L, fie este de forma Vd,j > 0 . Acesta din
i urmad se poate scrie sub forma b v ¢ cu v de aceeagi formd sau v este sirul bc. Prin urmare
: gramatica G care genereaza limbajul L poate s fie: G=({ S,A }, {a,b,c }, P, S) unde: P=
{Sn>aSc|aAc, A->bAc|bc}.

; G este o gramatica independenta de context

12
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11-1)

1 \\ I M1
Solutie:
Vom presupune cd paicurgem .-imul \\ de la aidnga ia Jivapia considerind un prefix al
acestuia: w = u a v unde u este prefixul, a este simbolul curent (a sau b), iar v este restul
sirului (u, v € { a b }*). Sunt posibile urmétoarele situatii:
1. Numarul de simboli a din prefixul u este par
: 2. Numarul de simboli a din prefixul u este impar
; Asociem neterminalul S primei stiri (care este de altfel ceea corespunzitoare generarii unui
sir din limbajul L), iar celeilalte stdri neterminalul A. Din prima stare se trece in a doua daca
: simbolul curent a fost un a §i se riméne in starea S dacd simbolul curent a fost un b. Din
starea A se trece in starea S dacd simbolul curent a fost un a si se rdméne in starea A dacd
simbolul curent a fost un b. Deci gramatica care genereaza limbajul L este: G =.({ S, A }, {
a,b},P,S)undeP={S->aA|bS|A/,A"bA|aS}.

Comentarii:

G este o gramatica regulata
jiiuiiliin.i 1.1 IU st el

L={we{a,b}*|# (w) = 2*# (w)}

Solutie:
Pentru a genera girurile din limbaj de cte ori apare un simbol b trebuie sa apard doi simboli
a. Nu este importanta ordinea in care apar simbolii. Deci gramatica care genereaza limbajul L
este: G=({S}, {a,b},P,S)undeP={S->aSaSbS|aSbSaS|bSaSaS|A,}.

Comentarii:
G este o gramatica independenta de context

Limbajul parantezelor bine formate

Solutie:
Gramatica care genereazi limbajul L este: G = ({ S },{(,)}, P, S)unde P={ S->S S| (S)
10} sauG=({S},{(,)},P,S)unde P={S~SS|(S)|X} daci este acceptat sirul vid.

Comentarii:
G este o gramatica independentd de context

i

13
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problema 1.1-22
L={wwjwe {0, 1 }*}
Solutie:

Analizand forma generald a sirurilor ce fac parte din limbajul L se observd cd in generarea
. acestor siruri este necesard " memorarea " primei jumditdti a sirurilor pe mésurd ce se face
: aceastd generare, pentru @ putea utiliza apoi informatia memoratd in generarea celei de-a
: doua jumitdti a sirului. in mod evident, aceastd "memorare” nu se poate realiza utilizind
i mecanismele oferite de gramaticile regulate sau independente de context. Am vazut ca se pot
: genera siruri de formd w / ¢ u ajutorul unor gramatici independente de context.

; Yom genera un sir in care unui simbol 1 din prima jumaitate a sirului ii va corespunde un
, simbol notat U in a doua jumdtate a sirului. in mod corespunzitor, unui simbol 0 din prima
; jumdtate a sirului 1i va corespunde un simbol notat Z in a doua jumdtate a sirului. Pentru a
: marca sfarsitul sirului vom utiliza un neterminal B. Se observd cd in acest mod s-a memorat
j prima jumdtate a sirului intr-o forma inversatd. in continuare, din modul in care se utilizeazi

urmétoarele derivari ar trebui s rezulte si restul sirului. Astfel, transformérile pe care le vom
i opera asupra unui sir generat ca mai sus, pot si fie exprimate in termeni intuitivi astfel: orice
, Z sau U se transforma in 0, respectiv 1 daca sunt urmate de terminatorul B, iar orice simbol 0
: sau 1 se deplaseaza citre capdtul din stAnga, respectiv orice simbol Z sau U se deplaseaza
: cdtre dreapta (pentru a ajunge la terminatorul B).
I De exemplu: 001UZZB => 001UZ0B => 001UOZB => 001U00B =>0010U0B => 00100UB
!I'=>001001B => 001001. Astfel, multimea productiilor gramaticii va contine S -> A B cu
| neterminalul A utilizat pentru crearea unui sir de forma w, w,unde wi e {0, 1 }*, w, e { U,
; Z}*, iar intre wi si w, existd relatia: wi = WZR mncareU=1,Z=0.
; Acest sir este generat prin productiile: A-> 0 AZ | 1 A U|X. Pentru generarea limbajului L
\ mai sunt necesare productiile care realizeaza inlocuirea neterminalelor U, Z cu 1, respectiv 0
"». dacd sunt urmate de neterminalul B si dubla deplasare a simbolilor: ZB -> 0B, UB -> 1 B,
:20->0Z,U0-»0U,Z1->1Z,U1->1U. De asemenea, este necesard productia B -» A.

pentru a elimina simbolul utilizat ca terminator. Deci o gramaticd G care genereazi limbajul
;Leste G=({S,A,B,U,Z},{0,1},P,S)unde: P={S"AB,A->0AZ|1AU|A.,Z

B->0B,UB->IB,Z0-»0Z,U0->0U,Z1->1Z,Ul->1U,B->A.}.

" criticare:
Pentru sirul 0 1 0 1 se obtine sirul de deriviri: S=>AB: .gA7ZB=>0 1AUZB=>0
ZB=>01U0B=>010UB=>0101B=>0101

Comentarii: :
Se observd cd G este o gramaticd de tip 0 (tard restrictii).
Dacd se utilizeazd productia B -* [ intr-un gir de derivdri inaintea transformdrii tuturor
neterminalelor U si Z, se poate obtine o formd propozitionald din care nu se mai poate obtine
un gir din limbajul L.

limbaje formale si translatoare Seminar LFA

De exemplu: S => AB => 0AZB => 0AZ si nu mai existd nici o productie care si poati si fie
aplicatd. Din forma propozitionald obtinutd nu se mai poate obtine un sir care si apartind
limbajului L. Astfel de rezultate {in de aspectul nedeterminist al gramaticii respective.

1.1-23
L={a"bV|n>1}

Solutie:

Problema poate si fie abordatd intr-o maniera similard cu cea anterioara adica se
»memoreaza" prima parte a sirului (a"), insd generarea nu poate continua verificind cd exista
un numér corespunzitor de simboli b si de simboli c. Prin urmare, va trebui si ,,memordm"
prima parte a sirului @") si apoi sd generdm acelasi numér de perechi de forma (BC) unde B,
C sunt neterminale asociate cu terminalele b, c¢. In continuare, din derivarile ulterioare, va
rezulta

transformarea celei de-a doua pérti a sirului in sirul b'c". Vom considera deci, sirurile de
forma a"(BC)" unde B,C sunt neterminale prin intermediul cirora se va face generarea
subsirului b'c". Pentru aceasta este necesard substitutia oricdrui subsir de forma CB cu sirul
BC, respectiv inlocuirea neterminalelor B,C cu b, respectiv c. Astfel, o gramatica G care
genereazi limbajul L este G=({ S, B, C}, {a,b,c }, P, S) unde: P = { S-» aSBC | abC, CB
-> BC, bB -» bb, bC ->'bc, ¢cB -> Bc, ¢cC -> ce }.

Verificare:
Pentru sirul a’b’c’ de exemplu, se obtine sirul de derivdri: S=>aSBC=>aaSBCBC=>
aaabCBCBC=>aaabBCCBC=>aaabBCBCC=>aaabBBCCC=>aaab
bBCCC=>aaabbbCCC=>aaabbbcC(C=>aaabbbccC=aaabbbccc=

a’b’c’.

Comentarii:
G este o gramaticd fard restrictii

1.1-24

! L={a"b"c"d"/m,n>1}

Solutie:

Vom genera intdi forme propozitionale de tipul a"b"D"C" unde C, D sunt neterminale
asociate terminalelor c, d. intr-adevir, o formd propozitionald ca mai sus poate fi generatd de
productiile: S->aSCjaAC,A->bAD|bD.

Urmitorul pas este deplasarea simultand a simbolilor C spre stdnga si respectiv D spre
dreapta, inlocuirea cu terminalele corespunzitoare c, d ficiAndu-se de la stinga la dreapta: DC
-> CD, bC -> bc, cC -» ce, cD -> cd, dC -> Cd, dD -> dd. Astfel, o gramatica G care
genereazd limbajul Leste G=({ S,A,C,D }, {a,b,c,d}, P, S)unde: P={SH>aSC]|a
“QA->bAD]|bD, DC ->CD, bC ->bc, cC -> ce, cD-> cd, dC >+ Cd, dD -> dd }.
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Verificare:
Pentru sirul a’b’c’d’ se obtine urmétoarea secventd de deriviri: S => aSC =?>aaACC=>aa
bADCC=>aabbADDCC=*aabbbDDDCC=>aabbbDDCDC=>aabbb
DCDDC=>aabbbCDDDC=>aabbbcDDDC=>aabbbcDDCD="aabb
bcdDCD=>aabbbcddCD=>aabbbcdCdD=>aabbbcCddD=>aabbbc
cddD=>aabbbccddd=a’b’c’d’.

Comentarii:
Aceastd gramaticd realizeazd abstractizarea corespondentei numdrului de parametri cu care a
: fost definitd o procedurd si numérul de parametri cu care aceasta se apeleazd. Deoarece in
procesul de compilare analiza sintactica utilizeazd gramatici independente de context, aceasta
verificare (care comportd o gramaticd fard restrictii) se va face in faza de analizd semantici si
nu in cea de analiza sintactica.

problem;! 1.1-25
L={aVc'd"|n>1 }

Solutie:
Vom considera deci, sirurile de forma a"(bCD)" unde C, D sunt ncterminale prin intermediul
cérora se va face generarea subsirului c¢"d". Pentru aceasta este necesard substitutia oricarui
subsir de forma DC cu sirul CD, respectiv inlocuirea neterminalelor C, D cu c, respectiv d.
Astfel, o gramaticd G care genereaza limbajul L este G = ({ S, C, D}, { a,b,c,d }, P, S)
unde: P = { S-> aSbCD | abCD, DC -» CD, Db ->bD. Cb -> bC, bC -> bc, ¢cC H> CC, CD -»
cd,dD->dd}.

(‘oinenlarii:
G este o gramaticd fard restrictii

1.1.2 Lema de pompare

Propozitie. Pentru orice limbaj L independent de context existd un numdr natural kj

caracteristic limbajului, astfel incit dacdz e L si|z| > k, atunci z poate fi scris sub forma

z = uvwxy indeplinind urmétoarele conditii:

2. [vwx|<k
3. uv'wx'y e L pentru orice i

16
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Probleme

Sa se demonstreze ci urmatoarele limbaje nu sunt independente de context.
problem» 1.1-26

L={a"b"c"|n>0}

Solutie:
Presupunem prin absurd cd L este independent de context, deci este aplicabild lema de
pompare. Fie n =k si fie sirul: z = a'b‘c". intr-adevar, |z| > k, deci existd sirurile u, v, W, X, y
i astfel incat z = uvwxy cu vx 4 X si jvwx| <k.

; Deoarece [vwx]| <k, rezultd ci vwx nu poate contine si a si c.
1) Dacd vwx nu contine a, atunci u trebuie sd contind toti simbolii a din sirul z (adicd a").
Pentru i = 0, rezultd uwy e L, adicd: uwy = a'b'c" si deci juwy| = 3*k. Dar, [uvwxy] = jz =
i 3*k si deci V| = [x| = 0, ceea ce contrazice conditia vx 4 X.
. 2) Dacd vwx nu contine c, atunci toti simbolii ¢ trebuie continuti in sirul y (adica c). Pentru
"i=0, rezultd uwy e L, adicd: uwy = a‘b‘c" si Juwy| = 3*k. Cum Juvwxy| = 3*k, rezultd ci |v
=|x| = 0 (contradictie). Prin urmare, L nu poate fi independent de context.

pi'ob'eiitu 1.1-27

L={ali=2'7>0}

Presupunem prin absurd cd L este independent de context, si este aplicabild lema de
pompare. Fie k = n si fie sirul: z = a'". intr-adevir, |z| > n, atunci existd sirurile u, v, w, X, y .
: astfel inclt z = uvwxy cu vx 4 X si [vwx| < n.

s_2mipngnrns
a

" Considerim z = a"aVa ,p,q, 1,8>0. Rezultdiu=2a", v=a", w=a,x=a'siy=
; © 7™ de unde rezultd wxj = q + r + s<nsi [vx = q + s > Iceea ce inseamna vx 4 h.

i Dacd i =2 atunci uvW'y e L, adicd a®"™*" e L, de unde rezultd 2"+ q + = 2"" = 2" +(2* ;
;- 1)*2"adici q + s = (2 - 1)* 2" pentruj > 1=> q + s > 2" (deoarece 2’-1>1)=i>q +s>n|

\=> contradictie (q + r +s <n). Prin urmare, L nu poate fi independent de context. . I

17
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1.1.3 Transformairi asupra GIC

Gramaticile independente de context (GIC) sunt utilizate pentru analiza sintactica in cadrul,]
compilatoarelor. Pentru ca procesul de analiza sintacticd se simplificdA mult daca gramaticile 1
utilizate satisfac anumite conditii, este. util sd se facd transformdri asupra acestui tip dej
gramatici, transformdri care sd producd gramatici echivalente (care genereazi acelasi limbaj).

1.1.3.1  Eliminare recursivitate stdnga

Spunem cd o gramatica este recursivd stdnga daca existd un neterminal A astfel incat existai
o derivare A =>" Ax pentru A ¢ N, x ¢ (N UT)* . Daci pentru un neterminal A existi]
productiile

ABf...|AB,y,| ... |y,

unde Yi nu incepe cu A, 1 <i<n, se spune cd avem recursivitate stinga imediatd si]
productiile anterioare se pot inlocui cu:

A->Y,A'ly,A'l...ly A
A'-»BiA'|B,A’|...|B A'|X

Aceastd constructie elimind recursivitatea stdngd imediatd. Dacd gramatica nu permite i
deriviri de tipul A =>" A (nu are cicluri) si nu contine X productii poate si fie transformati in:
vederea elimindrii recursivitdtii stAnga utilizind urmaétorul algoritm.

Intrare: o gramaticd fdrd cicluri si X productii

Iesire; o gramaticd echivalentd fard recursivitate stinga.

Se alege o ordine a neterminalelor, fie ea: Ai, Aj, .. A,

pentrui = 2 .. n executd

pentru j = 1 .. i-1 executa

inlocuieste fiecare productie de forma Ai -  r cu productiile-
Ar>-Ur|url . .|uyrundeA ->ui lu .|u
sunt toate productiile pentru Aj.

elimind recursivitatea stingd imediatd intre productiile Ai

1.1.3.2 Eliminare A productii

O gramatici nu are X productii daci satisface una din-urmétoarele conditii:
+ Nu existd nici o productie care sd aibd in partea dreapta sirul vid sau
* Existd o singurd productie care are in partea dreaptd sirul vid si anume productia S -> X.
Simbolul S nu apare in acest caz in partea dreaptd a nici unei productii.
Algoritmul de transformare este:
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Intrare: o gramaticd G (N, T, P, S)
Tsire: o gramaticd G' = (N', T, P', S') care satisface conditiile L(G) = L(G')
si G' nu are X productii

1=0 *
Ww={A1A"X6P)}
repetd

={ATI A->»ae 2?2, a<kN,_*} \J N+

N1

pénd cédnd Ni = Nj-1

dacd S e N,
N' =NU {s'}
P'={S'" >A, S' >

.

altfel
SI =Sll
P' =0

(I
pentru fiecare p e P executd
dacd p este de forma
~->aBa,...Ba,, k>0,B,eN,, 1l<i<k,ae( (N-N,)uT) *,0<j<k
P' =P u({A-»a|X| <x «eeX a, Xj 6{B;, 4}} - {A—>4})

altfel
P' =P' UP

1.1.3.3  Eliminare simboli neutilizati

Un simbol neterminal este nefinalizat dacd din el nu se poate deriva un sir format numai din
simboli terminali.
Algoritmul de transformare este:

Intrare: o gramatici G= (N, T, P, S) ~
Iesire: o gramaticdi G' = (N', T, P', S) care satisface conditiile L(G) = L(G") si
VA 6N, A =>"w, w 6T*.
i=0;
o = &> a, ael’
repetia

i

El

Ni= {A | A->"/1eP, /?e(Nyur)*}u N*
Pand céand N = Nj-1
N' = ‘
“tc: P si este format numai productiile din P care au

in partea sténgd simboli din N' . —

N
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1.1.3.4  Eliminare simboli inaccesibili

Un simbol neterminal este inaccesibil dacd nu poate apare intr-o forma propozitionala.
Algoritmul de transformare este:

Intrare: O gramatica G= (N, T, P, 9)
Iegire: © gramatica G' = (N', T, P', S) care satisface conditiile L(G) = L(G')
si VA eN' existdw e NNUT)*, s =>w si A apare in w.
i=0;
N = {S}
repetd
NA'= { AeN | A apare in partea dreaptd a productiilor pentru un neterminal
din N} UN,
pédnd cédnd Ni = N”
N' = Ni
P' c: P contine numai ;productiile corespunzdtoare neterminalelor din N'
Probleme

problema 1.1-28

Sd se elimine recursivitatea-stingd pentru urmatoarea gramaticd: G = ({S, L},{ a,,,(,)},
P, S)unde P={S ->(L)|a, L-> L, S| a}

Solutie:
Se alege o ordine pentru neterminale, fie ea: S <L . Pentru productia S -> (L) | a nu se face
nici o modificare. La fel pentru S -» a.
Pentru productia L —» L,S | a se elimind recursivitatea imediatd si rezult:

L -» al'
L-> SL'| X

In final dupd eliminarea recursivitaii stinga gramatica este:
G= ({ Sa La L‘}: { a,,, G)}a p: S) unde: P = { S-> (L) | a, L9_> aL'J L'-> ’SL' \)(}

pro bit mu 1.1-29

Sa se elimine recursivitatea stinga pentru urmatoarea gramatica:
G=({S,A,B},{a,b},P,S)unde P={S ->A|B,A-> Sa|Bb, B->Sb|Aa}

Solutie:
Se alege o ordine pentru neterminale S <A <B
Pentru productia S —> A | B nu se face nici o modificare.
Pentru productia A -> Sa | Bb avem S < A deci se va folosi S -> A | B | X'si rezulta
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A ->Aa| Ba| a [Bb din care se elimind recursivitatea imediata i rezulta:

.~ BaA' | aA' | BbA', A' > aA' | X

Pentru productia B -» Sb | Aa se substituie cu S -> Sb | Aa | X'si rezultd B H> Ab | Bb | b| Aa
iar apoi se inlocuieste A -> BaA' | aA' | BbA' si rezultd B -» BaA'b | aA'b j BbA'b | Bb | b |
BaA'alaA'a|BbA'a. Din care se elimina recursivitatea imediata si rezulta:

i, >aA'bB' |bB'|aA'"aB',B'->aAbB' |bA'bB' |bB' |aA'aB' |bA'aB' | X

in final dupd eliminarea recursivitatii stinga gramatica este:

;G=({S,A,A,B,B },{a b}, P,S)yunde: P={S»A|B,A->BaA" | aA' | BbA", A" ->
aA'iX, B->aA'bB' |bB'|aA"aB' ,B'-»aAbB' |[bA'bB' |bB'|aA" aB'|bA'aB'

probli-Pia 1.1-30

Sa se elimine recursivitatea stingd pentru urmatoarea gramatica: G=({ A, B, C}, {a, b, c },
P, A) unde P={A -> BC|a, B -» Ca| Ab, C -> Ab | cC | b}

Solutie:

Se alege o ordine pentru neterminale A < B < C. Pentru productia A -» BC | a nu se face nici
o modificare. Pentru productia B -> Ca | Ab deoarece A < B se va folosi A -» BC j a si
rezultd B -» Ca | BCb | ab din care se elimina recursivitatea imediat i rezultd: B -> CaB' |

jabB', B'->CbB'[L

* Pentru productia C -» AB j cC | b se substituie cu A -» BC | a si rezultd C -» BCb |aB | cC |
b iar apoi se inlocuieste B -> CaB' | abB' si rezulta C -» CAB'CB | abB'Cb | aB [ cC | b

: Din care se elimind recursivitatea imediat si se obtine: C ->abB'CbC |aBC | cCC |bC,
C -> AB'CBC [ X in final dupd eliminarea recursivititii stinga gramatica este:
G={AB,B\C,C}, {a,b,c}, P,A)unde: P= { A-» BC|a, B -> CaB' | abB', B" -+
CbB' | X, C ->abB'CbC |aBC j¢CC |bC, C -» AB'CBC j X}

1.1-31

*i >« elimine ' piiHluciiili.- Jiu y.nn iik\i li [J.1'; T. Munde P = {S -»

ABC,A >BB | X, B->CC|a C->AA|b}

il s \.Li.1 7.

Solutie:
No={A}, Ni = {A, C}, N,={A, B, C}, N,= {S, A, B, C} = N,
: S e Nf deci se introduc productiile S'-> S §i §' -> X
\ Productia S -> ABC devine S ~> ABC | AB|AC|BC|A [B|C
, Productia A -» BB devine A -» BB | B
: Productia B -> CC \adevine B->CC|C]|a
! Productia CC -> AA | b devine C -> AA|A|b

; Dupd eliminarea X productiilor gramatica este G = ({ S', S, A, B, C }, {a, b }, P, §') unde: P
={§'->S,S'->X S->ABC|AB|AC|BC|AB|C,A>*BB1B,B->€EC|C|a C->
JAA|A|b}
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probleniii 1.1-32

Sé se elimine simbolii nefinalizati, iar apoi cei inaccesibili pentru gramatica G = ({ S, A, B }, {a, b
}, P,S)unde P={S->A|a, A-> AB, B->b}

Solutie:
Eliminare simboli nefinalizati: N = {S, B}, Ni= {S, B}, N,.=Ni.
Rezultd ci A este simbol nefinalizat, se vor elimina productiile corespunzitoare neterminalului A si
gramatica va deveni: G = ({S, B}, {a,b}, P, S)unde P={S->a, B>+ b}.
FEliminare simboli inaccesibili :No = {S},Ni = {S},Nf=Ni
B este inaccesibil, d riméane productia S —a. Dupi eliminarea simbolilor nefinalizati si inaccesibili
G = ({S}, {a},P,S)undeP={S->a}

Coaientatii:
Ordinea corectd de aplicare a celor doi algoritmi este eliminare simboli nefinalizati si apoi eliminare
simboli inaccesibili.

problema 1.1-33

Sé se elimine simbolii nefinalizati, iar apoi cei inaccesibili pentru gramatica G = ({S, A, B, C, D}, {
a,b,d},P,S)unde P={S-»bAlaB,A-»alaC|laD|aS|bAA, B->b|Cb|Db|bS|aBB, C -»
Cb | Db, D -> Cb | Db, D -» Cd | dAC}

Solutie:
Eliminare simboli nefinalizati:
N,={A,B},N, = {S,A,B},N=Ni
Rezultd cd C, D £ Nf, adicé sunt simboli nefinalizati, se vor elimina productiile corespunzitoare lor
si gramatica va deveni: G = ({S, A, B}, {a,b,d}, P, S)unde P={S ->+ bA|aB, A-*a|aS|bAA,
B->b|bS|aBB}
Eliminare simboii inaccesibili:
No={S},N,= {S,A,B},N =N,
Nu exista simboli inaccesibili.
in final gramatica este: G = ({ S, A, B}, {a, b, d}, P, S) unde P ={S -> bA |aB, A -» a| aS| bAA,
B-»b|bS|aBB}

problema 1.1-34
Sd se elimine recursivitatea stingd, X productiile, simbolii neutilizati si inaccesibili pentru gramatica

G=({S, B, C, D, E}, {a, b}, P, S) unde P = {S-> aBa, B -> Sb|bCC |DaB, C -> abb| DD, E ->
aC, D >+ aDB}
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Solutie:
Eliminare recursivitate stanga. Se alege ordinea neterminalelor S < B < C< E<D
Pornind de la B ->+ Sb|bCC|DaB, S -»aBa. Rezultd B -> aBab | bCC | DaB care nu este recursivi
stanga-
Eliminare Xproductii. Gramatica nu are X productii.
Eliminare simboli nefinalizati. N, = {C}, Ni={B, C, E}, N,={S, B, C, E} = N,
D <£ Nf, seelimin toate productiile corespunzitoare neterminalului D.
Gramatica devine G = ({S, B, C, E}, {a, b}, P, S) unde P = {S H>aBa, B -> Sb|bCC, C -> abb, E

Eliminare simboli inaccesibili. N = {S}, Ni= {S, B}, N, = {S, B, C} =N ¢E «Nj, rezulta E simbol
inaccesibil.
1n final rezultd: G = ({S, B, C}, {a, b}, P, S) undeP = {S -> aBa, B-> Sb [bCC, C ->abb}

problema 1.1-35

Sé se elimine recursivitatea stAnga, X productiile, simbolii neutilizati si inaccesibili pentru gramatica
G=({S, T}, {a,b,c}, P,S)unde P={S-> TbT, T -> TAT |ca}

Solutie:
Eliminare recursivitate stdnga. Alegem ordinea neterminalelor S < T. Se considerd productia T ->
TaT | se elimind recursivitatea stdnga si rezultd T -» caT' i T —> aTT' | X
RezultdiG = ({S, T, T'}, {a, b, ¢}, P, S) undeP = {S -> TbT, T ->caT', T' -> aTT'| X}
Eliminare Xproductii. No = {T'}, Ni={T'}, N,=Ni, Rezulti G = ({S, T, T'}, {a, b, c}, P, S) unde
P={S->TbT, T-»caT'|ca,T'->aTT'|aT}
Eliminare simboli nefinalizati. N, = {T}, Ni= {S, T, T'}. Nu exisistd simboli nefinalizati.
Eliminare simboli inaccesibili. N, = {S}, Ni={S, T}, N, = {S, T, T'}, Nf = N,. Nu exista simboli
inaccesibili.
in final se obtine G = ({S, T, T'}, {a, b, ¢}, P, S) unde P = {S -» TbT, T -» caT' |ca, T' >+ aTT'|
aT}.

1.1 Multimiregulate. Expresiiregulate

Definitia 1.2.1. Fie T un alfabet finit. Se numeste multime regulatd asupra alfabetului T
multimea definitd recursiv astfel:

1- 0 este o multime regulatd asupra alfabetului T.

2.Dacéae T, atunci { a } este o multime regulaté asupra alfabetului T.

3. Dacd P, Q sunt multimi regulate, atunci P u Q, PQ, P* sunt multimi regulate asupra
alfabetului T.

4. O multime regulatd asupra alfabetului T nu se poate obfine decét aplicAnd regulile 1-3.

Am notat prin Pu Q , PQ, respectiv P* reuniunea, concatenarea a doud multimi, respectiv
inchiderea tranzitivd a unei mulfimi.

Definitia 1.2.2. O expresie regulatd este definitd recursiv in modul urmétor:

1. X este o expresie regulatd care genereazd multimea 0.

2. Dacd a e T, atunci a este o expresie regulatd care genereazd multimea { a }.

3. Daci p, q sunt expresii regulate care genereazd multimile P, Q, atunci:

(p + @) sau (p | q) este o expresie regulata care genereazd multimea Pu Q.
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(pg) este o expresie regulata care genereaza multimea PQ.
(p)* este o expresie regulatd care genereazd multimea P*.
4. O expresie regulatd nu se poate obtine decét prin aplicarea regulilor 1-3.

Proprietdti ale expresiilor regulate:

l.a|P = Bloc
2.a|(Bly) = (a|P)|y
3.ct(py) =(ap)y
4.a(Ply) = aP|ay
5.(alP)y=ay|py
6.a".=Aa=a
7.a*=ala*

8. (a*)*=a*
9.ala=a
10.(a*p*)* = (a + P)*

(comutativitate reuniune)

(asociativitate reuniune)

(asociativitate concatenare)

(distributivitate la stinga a concatendrii fatd de reuniune)
(distributivitate la dreapta a concatendrii fatd de reuniune)
(element neutru pentru concatenare)

Utilizdnd expresii regulate se pot construi ecuatii regulate. Solutia generald a ecuatiei de
forma: X = a X + b unde a, b, X sunt expresii regulate, este: X = a* (b + y) unde y este o

expresie regulatd oarecare. Solutia minimald (punctul fix al ecuatiei) este: X = a* b.
Propozitie Fie G o gramatica regulatd. I(G) este o multime regulata.

Definitia 1.2.3. Doud expresii regulate se numesc echivalente dacd descriu aceeagi multime

regulata.
Probleme
problema 1.12-1

Sa se rezolve sistemul de ecuatii:
X=alX+a2Y +a3
Y =blX+b2Y + b3

Solutie:
Pentru prima ecuatie, solutia este X = al* (a2 Y + a3), inlocuind in cea de-a doua ecuatie, obtinem Y
=bl al* (a2 Y +b3) +b2'Y + b3 sau echivalent, folosind proprietitile expresiilor regulate: Y = bl
al*a2 Y + blal*b3 +b2 Y + b3 sauY = (bl al*a2+b2) Y + (bl al*b3 +b3).Deci,pentruYse
obtine solutia Y = (bl al* a2 + b2)* (bl al* b3 + b3). in mod corespunzitor, inlocuind in prima
ecuatie, se obtine urmétoarea solutie pentru X: X = al* a2 Y + al* a3 sau X = al* a2 (bl al* a2 +
b2)*(blal*b3+b3) + al*a3.

problema 1.12-2

Sa se rezolve sistemul de ecuatii:
X1=0X2+1X1+A,
X2=0X3+1X2
X3 =0X1+1X3
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Solutie:
Din ultima ecuatie obtinem X3 = 1* 0 XI. inlocuind in a doua ecuatie obtinem X2 = 1 X2+0 1* 0
xl, de unde rezultd X2 =1*0 1 * 0 XI. Daci se inlocuieste in prima ecuatie rezultd XI=01*01*0
XI + 1 XI + X. Deci XI = (01*01*0 + 1)*. Daci se inlocuieste rezultatul obtinut pentru XI in
formulele corespunzitoare lui X2 si X3 obtinem X2 =1*01*0 (0 I*0 I* 0+ 1)*si X3 =1*0 (0
1*01*0+1)*.

Comentarii:

Se poate demonstra cd in expresia regulatd XI numarul de simboli 0 este divizibil cu 3. Prin urmare,
XI poate fi scris sub forméa echivalenta: XI =(1*0 1*0 1*0)* 1*.

problema 1.12-3

Sd se construiascd expresia regulatd care genereazd multimea regulatd egald cu limbajul generat de
gramatica regulatd cu productiile: P-> 0 Q11 P, Q-» 0 R11 P, R-» 0 R11 R10

Solutie:
Asociem fiecrui netcrminal o expresie regulatd si fiecdrei productii de forma A-> a |p, 0 ecuatie de
forma A = a + p unde a si p sunt tot expresii regulate. Corespunzitor setului de productii de mai
sus, se obtine urmdtorul sistem de ecuatii:

P=0Q+1P
Q=0R+1P
R=0R+1R+0

Din ultima ecuatie, se obtine folosind proprietatea de distributivitate a concatendrii fagd de reuniune
R=(0+ 1) R+ 0 care are solutia R = (0 + 1)* 0. inlocuind in a doua ecuatie, obtinem: Q =0 (0 +
1)* 0 +1P. inlocuind Q in prima ecuatie: P=00(0+1)*0+01P+ 1 Padici P= (01 +1)P + 00
(0+ 1)* 0. Aceastd ecuatie are solutia P= (0 1 +1)*00 (0 +1)*0.

S se construiascd expresia regulatd care genereazd multimea regulatd egald cu limbajul
regulat generat de gramatica regulata:

S»0A[1S|X

A-»0B|l A

B->0S|1B

Solutie:
Corespunzitor setului de productii de mai sus, se obtine urmatorul sistem de ecuatii:
S=0A+IS+X

A=0B+1A
B=0S+1B
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! Din ultima ecuatie, obtinem B =1 * 0 S. inlocuind in a doua ecuatie, aceasta devine: A=01*
: 0 S + I Acare are solufia A=1*01*0S. Prima ecuatie devine in urma inlocuirii expresiei
: regulate A, S=01*01*0S+1 § + Xsau, folosind distributivitatea concatendrii fatd de

reuniune. S=(0 1*0 1* 0+ 1) S + X care are solutiaS= (0 1* 0 1* 0+ D* X =(0 1* 0 1* 0

o) Fe .
problema 1.2-5

Sa se construiascd gramatica regulata care genereaza limbajul generat de expresia regulata:
(alb)* a* b+ a*

Solutie:

Notdm S = (a|b)* a* b+ a* si A = a* b+ a* Corespunzitor, se poate scrie ecuatia ce are
solutia S: S = (a + b) S + A. De asemenea, daci notim B' = b+ a* si B = b* a*, putem scrie
urmdtoarea relatie B' = b B (deoarece b+ =b b*).
Pe de altd parte, A = a* B’ si deci se poate scrie relatia A = aA + B'sauA = aA + bB unde
B = b* a*. Notind C = a*, B devine B = b* C care este solutia ecuatieci B=0b B + C. De
asemenea, C = a* este solutia ecuatiei C = a C + X. Prin urmare, corespunzitor expresiei
regulate de mai sus se obtine urmétorul sistem de ecuatii:

S=aS+bS+A

A=aA+bB

B=bB+C

C=aC+A
§i respectiv urmdtorul set de productii:

S->aS bSjA

A->aAlbB

B->bB

Gramatica G care genereaza limbajul descris de expresia de mai sus, este G = ({ S, A, B, C },
{a,b}, P, S) cu P multimea de productii de mai sus.

problema 1.2-6

Sa se construiascd gramatica regulata care genereaza limbajul descris de expresia regulata:
:(alb)*a(alb)

Solutie:
Notdm S = (a|b)* a (a|b) si A’ =a (a|b). Deci, S este solutia ecuatiei S = (a +b) S + A" iar
A' poate fi scris sub forma A' = a A unde A = a + b. Deci, corespunzator expresiei regulate S,
poate si fie scris urmdtorul sistem de ecuatii: S=aS+bS+ A, A'=aA, A=a+bsau
S =aS +bS + aA, A= a+ b. Gramatica ce genereaza limbajul generat de expresia S este G
=({S,A}, {a, b}, P, S)unde P contine productiile: { S-»aS|bS|aA, A->a|b}.
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problema 1.2-7

§4 se construiascd gramatica care genereaza limbajul descris de expresia regulata:
(,Ib)*a(a|b) (alb)

Solutie: .
Notdm S = (a|b)* a (a|b) (a| b) si respectiv A' = a (a |b) (a|b). S este solutia ecuatiei: S =
(a+Db) S + A’ care poate si fie scrisd echivalent S=aS+b S + A’ (1). Dar A' =a A unde A
= (a|b) (a Sb). Prin urmare, relatia (1) devine S = aS + bS + aA (2). Dacd notdim B = (a|b),
atunci A devine - A=aB +b B (3) si B=a + b (4) Corespunzitor relatiilor (2) - (4), setul de
productii al gramaticii G care genereazd limbajul descris de expresia regulatd S este :

S-»aS|bS|aA
A->aB|bB
B->alb

Gramatica ce genereaza limbajul descris de expresia regulatd data este G = ({S, A, B}, {a,
b}, P, S) unde P contine productiileJS-»aS|bS [aA, A->aB|bB, B->a|b}

1.3 Acceptoare
Spre deosebire de gramatici si expresii regulate care genereazd limbaje formale acceptparele
sunt dispozitive care sunt in strare si ,,recunoascd” dacd un sir de simboli face parte dintr-un
limbaj pentru care mecanismul este acceptor.

1.3.1 Automate finite

Definitia 1.3.1. Se numeste automat finit un obiect matematic AF = (Q, T, m, sO, F) unde:

* Q reprezintd mulfimea finita a stérilor

* T este o multime finitd de elemente numitd alfabet de intrare

* m este functia partiald a starii urmétoare m: Q x (T U { X'}) -» P(Q) unde prin P(Q) s-a

notat multimea partilor lui Q

+ sO e Q este o stare numita starea de start

* F ¢ Q este o multime de stdri numitd multimea stdrilor finale sau de acceptare

Definitia 1.3.2. Se numeste graf de tranzitie pentru automatul finit AF = (Q, T, m, sO, F) un
graf orientat cu arce etichetate G = (N, A) in care nodurile (multimea N) reprezintd stirile
automatului finit, iar arcele (multimea Ac N x N) sunt definite astfel: (s, S) e A daci existd a
° T astfel incat Sj e m(s, a). in acest caz, arcul (SJ, sj) este etichetat cu simbolul a.

Definitia 1.3.3. Se spune ci un sir w GT* este acceptat de automatul finit AF dacd existd o
cale in graful de tranzitie intre starea de start §i o stare finald, astfel incat sirul simbolilor care
eticheteazd arcele este sirul w. Multimea sirurilor acceptate de un automat finit formeazi
limbajul acceptat de automatul finit respectiv.

Definitia 1.3.4. Se numeste automat finit determinist un automat finit AF = (Q, T, m, sO, F)
pentru care functia de tranzitie m: Q x T-> Q. Se observi cd in acest caz:

nu existd X-tranzitii

27



limbaje formale si translatoare Seminar LFA

pentru orice s e Q si orice a € T existd o unicd stare s' e S astfel incat m(s, a)=s".

Propozifie. Pentru orice automat finit nedeterminist (AFN) existi un automat finit
determinist (AFD) care acceptd acelasi limbaj.

Propozitie Limbajele acceptate de automate finite sunt limbaje regulate (generate de
gramatici regulate).

Avand in vedere cd limbajele regulate sunt generate si de expresii regulate, existd o
echivalentd ca putere intre gramatici regulate, expresii regulate §i automate finite. Automatele;
finite deterministe sunt utilizate pentru implementarea analizoarelor lexicale. Expresiile regulate’
sunt utilizate pentru specificare atomilor lexicali recunoscuti de un analizor lexical 1in mod,;
corespunzitor au fost elaborati algoritmi pentru construirea de automate finite deterministe
direct din expresii regulate.

Probleme
problema 1.3-1

i Sd se construiasca automatul finit care accepta limbajul generat de gramatica:
P->0 Q|1P
Q->0R|IP
R->0R 11 R|1
Si se reprezinte graful de tranzitie corespunzitor.

Solutie;
Gramatica este in mod evident regulatd, prin urmare existd un automat finit care accepta
limbajul generat de aceasta. Vom construi acest automat asociind fiecarui neterminal o stare
si fiecdrei productii o tranzifie. Rezultd cd putem construi urméitoarea functie de tranzitie:

m(P,0) = {Q},m(P, 1) = {P}

m(Q,0) = {R},m(Q,l)={P}

m(R,0)={R},m(R, )={R, U}
unde U este o stare nou introdusd, in care se va produce acceptarea (deci va fi singura stare
finald). Prin urmare, automatul finit care accepti limbajul generat de gramatica de mai sus
este: AF=({P,Q, R, U}, {0,1}, m, P, { U}). Corespunzitor, graful de tranzifie asociat
este:

Comentarii:
Se observd cd in acest caz, automatul finit obtinut este nedeterminist (pentru starea R si
simbolul 1 existd doud stéri succesoare posibile: R si U).
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problema 1.3-2

ga se construiasca automatul finit care acceptd limbajul generat de gramatica G:
S>0A|1S X, A»0B|1A,B->0S|1B
Si se reprezinte graful de tranzitie asociat.

Solutie: * ¢ . ' -t - .
Fie urmétoarea multime de stdri Q = { O, ql, q2 } astfel inct asociem fiecdrui neterminal o
stare din Q: Iui S i se asociazd qO, lui A i se asociazd ql, lui B i se asociaza q2.
Corespunzitor construim functia de tranzitie in modul urmétor:

m(qoO, 0) = ql, m(qO, 1) = qO, m(ql, 0) = g2, m(ql, 1) = ql, m(q2, 0) = 0, m(q2, 1) = q2

Automatul finit este AF = ({ qO, ql, @2 }, { 0, 1 }, m, qO, { qO }). Se observa ca AF este
determinist. Graful de tranzitie corespunzitor este:

m |

Comentam;
Sirurile acceptate contin un numdir de simboli 0 divizibil Cu 3. Automatul obtinut este
determinist.

proMcma 1,3-1

\ Sa se construiasca gramatica regulata pentru limbajul L = { w e {a,b}* [ w = ubbab, u E {a, j
b}* } construind mai intdi graful de tranzitie asociat. . , |

Solutie:

Fie S starea inifiald a automatului. Trebuie sd accepte sirurile care se termind cu bbab. Din
i starea S trecem in starea A Tn momentul in care apare un b (am recunoscut primul b din

subsirul bbab). Din starea A se trece in starea B dacd s-a intlnit un b (s-a recunoscut sirul

bb) si se trece in starea S dacd s-a primit un a (in continuare se incearcd si se identifice
i subsirul bbab).

Din starea B se trece in starea C dacd s-a intlnit un a (s-a recunoscut bba) si se rdméane in B
! pentru b. Din starea C se trece in starea D daca s-a intalnit un a, adica in starea D arii gasit
\ bbab, deci D este stare finald. Din starea C se revine in S dacéi s-a intalnit un a, se reincearca
i "4 se identifice subsirul bbab. in starea S se poate rimane daci s-a intélnit a sau b (pentru a
; se putea accepta sirul u).
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Pentru a construi gramatica fiecdrei stari i se asociazd un neterminal. Rezulta gramatica G =

({ S,A,B,C},{a,b},P,S)unde: P={S»aS|bS|bA,A->bB|aS,B->bB|aC,C '

1.34

Sd se construiascd gramatica regulatd care genereazd limbajul L = { aia, ..
{x, v}, a,2 =y } construind mai intéi graful de tranzitie asociat.

.a |n>3 a ¢

Solutie:
Fie S starea inifiald a automatului. in starea S se acceptd x si y pentru a se genera orice
prefix. De asemenea din S se trece in starea A dacd s-a intalnit y (s-a recunoscut a_.,). Din
starea A se trece in starea B daci s-a intlnit x sau y. Din starea B se trece in starea C daca s-
a intlnit x sau y (C este si stare finald).

; Pentru a construi gramatica, fiecarei stari i se asociaza un neterminal. Rezulti gramatica G =
i({S,A B}, {x,y},P,S)unde: P={ S->xS|yS[yA,A-»xB[yB, B-»xjy).

problema !.3-5

i Sa se construiasca automatul finit care accepta limbajul descris de expresia regulata:
“(a|b)* a* b+ a*
S se reprezinte graful de tranzitie corespunzitor.

Solutie:

i Expresia regulatd (a | b)* a* b+ a* genereazi limbajul generat §i de gramatica G determinata
i- in Problema 1.2.5, adici: S»aS|bS|A,AH>aA|bB,B->bB|C,C->aC|X

" Construim automatul finit care acceptd limbajul descris de expresia regulatd de mai sus.
: Functia de tranzitie partiald pentru automatul finit care acceptd limbajul descris de gramatica
iGesteem(S,a)={S},mS,b)={S},mS, X)={A}, mA, a)={A},m(A,b)={B},
|mB,b)={B},mB,X)={C},mC,a)={C}
! Deoarece existd productia C -» X, starea asociatd neterminalului C este de acceptare (sau
finald). Acelasi lucru s-ar fi intimplat pentru orice productie de forma A —>a, cua e T.
" Automatul finit care acceptd limbajul descris de expresia (a | b)* a* b+ a* este AF = ({ S, A,
"B, CL{ab,c},m, S, {ChH.... ...
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Comentarii:
Automatul AF astfel construit este nedeterminist (are X-tranzitii).

prolrfcnta 1,3-6

Sa se construiasca automatul finit care accepta limbajul descris de expresia regulata:
(aib)*a(alb)

Solutie:
Gramatica G care genereazi limbajul descris de expresia regulatd (a | b)* a (a | b) este (vezi
Problema 126.): S-»aS|bS|aA, A-» a | b. Asociem fiecdrui neterminal o stare si
fiecdrei productii o tranzitie. Corespunzitor, ob{inem urmdtoarea functie de tranzitie partiala:
m(S,a)={S, A b, m(S,b)={S},m(A, a)={B}, m(A, b)={ B } unde B este o stare de
acceptare (finala) nou introdusd. Se observa ca automatul finit este nedeterminist. Graful de
tranzitie corespunzitor este:

%{_ _ ,

a,b

Daci dorim si construim automatul finit determinist care accepti limbajul descris de (a | b)*
a (a | b), putem si efectudim transformiri asupra gramaticii G astfel incat din multimea
productiilor si rezulte o functie de tranzitie de tipul: m: Q" x 7-> Q'. Pentru aceasta,
transformdm gramaticd G prin facforizare stdnga (terminalul a incepe si in productia S—. a S
si productia S-» a A). Obtinem: S-»a C|b S, A-» a|b, C-> S |A.

Prin substitutie de inceputuri (" corner substitution "), obtinem: S->aC|b S, A->a|b,
C->aC bS a]lb, unde observim ci neterminalul A este neutilizat (deci il putem elimina).
Aplicand din nou factorizarea stinga urmata de substitutie de inceputuri, obtinem:
SH>aC|bS,C->aD|bE, D->C| X, E-> S| X respectiv, S->aC|bS,C->aD|b
E,D->aD|bE|X E->aC|bS|X Seobservd cd in acest caz se poate construi o functie
de tranzitie totald de forma: m(S, a) = C, m(S, b) =S, m(C, a) =D, m(C, b) =E, m(D, a) =
; D, m(D,b)=E,m(E,a)=C,m(E,b)=S
; Graful de tranzitie pentru acest automat finit determinist este:

b

Starile asociate neterminalelor D, respectiv E sunt stdri de acceptare datoritd existentei
productiilor: DH> Xsi E -* X.
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Comentarii:
Se poate construi automatul finit determinist care accepta limbajul de mai sus pornind direct
de la.expresiaregulata.

proMwiii I '-"

Sa se construiasca automatul finit care accepta limbajul generat de expresia regulata

(@lb)*a (a\b) (a]|b

Solutie.
Fie gramatica G care genereazd limbajul descris de expresia regulata (a | b)* a (a | b) (a | b)
(vezi Problema 1.2.7.): S->a S |b S|aA, A~»a B |b B, B-> a|b. Construim pe baza
multimii de productii de mai sus urmétoarea functie de tranzitie: m(S, a) = { S, A }, m(S, b)
={S},mAa)={B}, mA,b)={B}, mB,a)={C}, mB,b)={C} unde C este o
stare de acceptare nou introdusa.

Se observd cid automatul finit obtinut: AF = ({ S, A, B, C }, {a,b }, m, S, { C }) este
nedeterminist. Graful, corespunzator este:

i;? a . ab . ab @
a,b |

Pentru a obtine automatul finit determinist care acceptd limbajul generat de gramatica G de
mai sus, se pot face transforméiri asupra gramaticii. Prin factorizare stanga (terminalul a
incepe si productia S-» a S si productia S-> a A) se obtine: S-»aD|bS,A-»aB|b B, B
->a|b, D -> S| A. Prin substitutie de inceputuri (" corner substitution "), obtinem: S ->a D
[bS,B->a[b,D->aD[bS|aB|bB, unde observim cd neterminalul A este neutilizat
(deci 1l putem elimina). Aplicind din nou factorizarea stdnga urmatd de substitutie de
inceputuri, obtinem: S ->aD|bS,B"a|b,D-»aE|bF, E->D|B, F->S|B,
respectiv, S -»aD|bS, D-»aE|bF, E->aE|bF|a|b, F->aD|bSja|b. Aplicind
din nou factorizarea stdnga urmati de substitutie de inceputuri, obtinem: S -» aD |b S, D ->
aE|/bF,E->aG|bH,F->allb],G-»E|A H-»F|A 1-»DJ|A,J->S|A, respectiv, S
-»aD|bS,D->aE|bF,E-»aG|bH,F->al|bJ,G->aG|bH|X,H->al|bJ|A.,I
~>aE|bF|A,,J->aD|bSJA..

Se observd cd in acest caz se poate construi o functie de tranzitie totald de forma:

m(S, a) =D, m(S,b) =S, m(D, a) =E, m(D, b)=F, m(E, a) =G, m(E, b) =H , m(F, a) =1,
m(F,b) =J, m(G, a) = G, m(G, b) =H, m(H, a) =1, m(H, b) =J, m(I, a) = E, m(I, b) = F, m(J,
a) =D, m(J, b) = S. Graful de tranzitie al automatului determinist este:
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problema 1;3># ,

S4 se construiascd AFN (automatul finit nedeterminist) care genereazi acelasi limbaj ca si
; urmdtoarea expresie regulatd si apoi si se construiasci AFD-ul (automatul finit determinist)
corespunzitor. S& se facd si constructia directd: expresie regulatd-AFD

(alb)*a(alb)

Solutie:
AFN corespunzitor expresiei regulate (a | b)* a (a | b) este:

Constructia AFD se face pe baza algoritmului de construire a unui AFD echivalent unui AFN
*t (vezi curs pentru notatii §i algoritm). Starea initiald a AFD va fi: qO = X inchidere({ 0 }) =
io 1,2,3,7).
n continuare, celelalte stdri precum si tranzitiile corespunzitoare se vor determina astfel:

( x)=qjunde gj = A_inchidere(move(gi, X)), obtinem:

q! = A._inchidere(move(qO, a)) = A,_inchidere({ 4, 8 }) ={ 1,2,3,4,6,7,8,9, 10 }

g2 =\_inchidere(move(qO, b)) = Ajnchidere({5}) ={1,2,3,5,6,7}

q' = Mnchidere(move(ql, a)) = A._inchidere({4, 8,11}) ={1,2, 3,4,6,7,8,9, 10, 11,13 }
3*~ Unchidere(move(gl, b)) =ljnchidere({5, 12}) ={1,2,3,5,6,7,12, 13 Yoo
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Se obtine urmitoarea tabeld de tranzitii:

stare stare urmatoare
a b
a0 qi q2
ql a3 q4
q2 ql q2
q3 q3 q4
q4 ql q2

si corespunzitor, graful de tranzitie:

Dacid dorim acum s construim direct automatul finit determinist care acceptd expresia de mai
sus, trebuie si utilizam algoritmul de construire a AFD direct din expresia regulatd (vezi curs).
Consideram arborele corespunzitor expresiei regulate, terminate cu terminatorul #:

(a|b)*a(a|b) #
1 23456

Arborele este:
{1,2,3}y . {6}
/' \
/ \
{1,2,3} . {45} \
/ N\ {6} # {6}

/ N\ S
/ AN
/ AN
{1,2,3} . {3} {4,5}[ {4,5}
/7 \ /7 \
/ N\ /7 \
/ {3}y a {3}y / \
* 3 / AN
{1,2y | {1,2} / AN
/7 \ {4} a {4} {5} b {5}
7/ \ 4 5
/ AN
/ AN
{1} a {1} {2} b {2}
1 2
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, Am notat in stinga fiecarui nod firstpos(nod), iar in dreapta lastpos(nod). Calculand pentru
i fiecare nod frunzd followpos(i) (i codul unui nod frunzi), se obtine:

nod followpos
a1 {1,2,3}
b2 {1,2,3}
a3 {4,5}
a4 {6}
b5 {6}

#6

Corespunzitor tabelei de mai sus, se obfine automatul finit nedeterminist reprezentat prin
: urmdtorul graf de tranzitie (vom asocia fiecdrui nod frunzi o stare in graful de tranzitie), arcele
; sunt stabilite dupd urmatoarea reguld: existd un arc intre nodul i si nodul j dacdj 6 followpos(i).

Arcul se eticheteaza cu simbolul corespunzitor codului j. De asemenea, se introduce o stare

: initiald 0 din care exista A—tranzi;ij in starile din firstpos(rad) (rad este raddcina arborelui

corespunzitor expresiei regulate). Vom obtine urmétorul graf de tranzitie:

Se observa ca in stdrile 4, respectiv 5 este acceptat sufixul aa, respectiv ab. Automatul finit
determinist corespunzitor expresiei regulate se obtine considerdnd ci stare inifiald firstpos(rad)
= { 1, 2, 3}. Tranzitiile se determind astfel:

m(qi, x) = U { followpos(i)} = qj
i=cod(x) i

Se obtine urmétorul graf de tranzitie pentru AFD: j
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Am subliniat in fiecare multime nodurile i pentru care este indeplinitd conditia i = cod (a).

Comentarii:
Se observi ci in starea { 1,2,3.4,5,6 } se accepti sufixul aa, iar in starea {1,2,3,6} se accepta!
sufixul ab. Ambele sunt stiri terminale deoarece contin codul pentru # (terminatorul expresiei]
regulate).

Sa se construiascd AFN pentru urmétoarea expresie regulatd si apoi si se construiascd AFD-
ul corespunzitor. Si se facd si constructia directd: expresie regulati-AFD:
(alb)*a(alb)(alb)

Solutie:
AFN corespunzitor expresiei regulate de mai sus este:

Pentru a obtine AFD din AFN-ul de mai sus, starea initiald a noului automat determinist va
fi: O = A__inchidere({ 0 }) = { 0, 1, 2, 3, 7 } deoarece starea initiald a AFN este starea 0. in
continuare, vom determina stirile urmdtoare si tranzitiile utilizand:

m(qi, X) =" _inchidere(move(qi, x))
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Vom obtine: m(qO, a) = A_inchidere(move(qO, a)) = X_inchidere({ 4,8 }) ={ 1,2,3,4,6,7,
8,9, 10 } =ql, m(qO, b) = A,_inchidere(move(qO, b)) = A, inchidere({ 5 }) =1{ 1,2, 3, 5,6, 7
} =q2, m(ql, a) = X_inchidere(move(ql, a)) = X jnchidere({ 4, 8, 11 }) ={ 1,2, 3,4,6,7
8,9, 10, 11, 13, 14, 15, 16 } = q3, m(ql, b) =\_inchidere (move(ql, b)) = AJnchidere ({ 5"
12 =1{1,2,3,5,6,7, 12, 13, 14, 15, 16 } = g4, m(q2, a) = A._inchidere(move(q2, a)) =
: X_inchidere({ 4, 8 }) = ql, m(q2, b) = A,_inchidere(move(q2, b)) = A._inchidere({ 1, 2, 3, 5,
;6,731 =q2, m(q3, a) = X_inchidere(move(q3, a)) = X_inchidere({ 4, 8, 11, 17} ={ 1, 2, 3,
4,6,7,8,9,10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 19 } = q5, m(q3, b) = I\._inchidere(move(q3, b)) =
X mchidere({ 5, 12, 18 })={ 1,2, 3,5, 6, 7, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19 } = g6, m(q4, a) =
X_inchidere(move(g4,a)) = X_inchidere({ 4, 8, 17 })={ 1,2, 3,4,6,7,8,9, 10, 17, 19 } =
: q7, m(g4, b) = A._mchidere(move(g4, b)) = A, inchidere({ 5, 18 })=1{ 1,2, 3, 5,6,7, 18, 19}
= g8, m(qg5, a) = A,_inchidere(move(q5, a)) = A, inchidere({ 4, 8, 11, 17} ={1,2,3,4,6,7,
:8,9, 10, 11, 13, 14, 15, 16, 17, 19 } = g5, m(q5, b) = X inchidere(move(q5, b)) =
; X inchidere({ 5, 12, 18 ) ={ 1, 2, 3, 5,6, 7, 12, 13, 14, 15, 16, 18, 19 } = g6, m(qg6, a) =
X_inchidere(move(g6, a)) = \jnchidere({4, 8, 17 })=1{1,2,3,4,6,7,8,9, 10, 17, 19 } =\
q7, m(g6, b) ="_inchidere(move(q6, b)) = A, inchidere({ 5, 18 }) ={ 1,2, 3,5,6,7, 18, 19} \
= g8, m(q7, a) = X_inchidere(move(q7, a)) = ~_inchidere({ 4, 8, 11 })=1{1,2,3,4,6,7,8, i
9,10, 11,13, 14, 15, 16 } = q3, m(q7, b) = ;Wnchidere(move(q7, b)) = X_inchidere({ 5, 12 j
ND=1{123,56,7, 12, 13, 14, 15, 16 } = g4, m(qg8, a) = X_inchidere(move(q8, a)) = i
X, _inchidere({ 4,8 })=1{1,2,3,4,6,7,8,9, 10 } =ql, m(q8, b) = A._inchidere(move(q8, b)) i
; =A, inchidere{ 5})=1{1,2,3,5,6,7}=q2. j

s I

" O altd solutie se obtine pornind direct de la expresia regulatd construind AFN, respectiv AFD !
corespunzitoare. in mod corespunzitor functiei de tranzitie de mai sus, obtinem urmétorul i
graf de tranzitie asociat AFD. Stdrile finale vor fi toate stdrile care contin starea finald 19 din i

i AFN initial: i
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Arborele corespunzitor expresiei regulate este: Procedand in mod analog problemei precedente obtinem urméatorul AFN:

{1,2,3} . {8}

/ N\
/{8}#{8}
/ 8
{1,2,3} . {6,7}
/ N\
/ \
/ \

{1,2,3) . {4,5) \
/N {67 | {67}

/ 0\ A
/N / N\
/ \{6}a{6}{7}b{7}
/ \ 6 7
/ \
{1,2,3} . {1,2,3}{4,5} 1 {4,5}
/ \ /\
/ N\ / N\
/ {3t a {3t / \ e o y . . o
* 3 / \ Dacéd dorim sd obtinem AFD corespunzitor automatului de mai sus, considerim ca stare
1,2y | {1,2} / \ initiald firstpos(rad) = { 1, 2, 3 }. Tranzitiile se obtin astfel:
/\ @ a @ {5 b 3
// \\ 4 5 m(qi, x) = v followpos(j) = gk
/ \ j =cod(x)
{1} a {1} {2} b {2} Obtinem urmaitorul automat finit determinist (in care sunt marcate ca fmale stdrile ce contin
1 2 codul 8 corespunzitor simbolului terminator #):
in stanga fiecarui nod se afla firstpos(nod), iar in dreapta lastpos(nod). Calculand pentru h

fiecare frunza followpos(i) (i este codul frunzei), obtinem:

nod followpos
ai {1,2,3}
b2 {1,2,3}
a3 {4,5} ¥

a
a4 {6.7} | 1.2,3'4:@‘_‘[62-3-“-5-3]
b5 {6,7}

ab {8} al‘—b__& i%
s .&4,5.3.?.8)]3{1,2.3.

S @ s
A
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problem;! 1.3-10
S4 se construiascd automatul finit determinist pentru expresia regulati: (ab)*.

Solutie; .
Considerdm expresia regulatd terminatd cu simbolul # si codificdim in mod corespunzitor
simbolii:

(a|b)* #
123
Pentru expresia regulatd de mai sus, arborele corespunzator este:
{1,2,3} . {3}
/ N\
/ N\

{1.2}%{1.2}{3} # {3}
{1.2}{1,2} 3
/\
/ N\
/ \
{1} a {1} {2} b {2}
1 2
Determinind pentru fiecare cod i followpos(i) pe baza multimilor firstpos(nod) (specificatd
in stanga nodurilor), respectiv lastpos(nod) (specificatd in dreapta nodurilor), se obtine
urmdtorul tabel:

nod followpos
ail {1,2,3}
b2 {1,2,3}
#3 -

Graful de tranzitie corespunzitor automatului finit se determind asociind fiecdrui cod o stare,
iar arcele se determind astfel: existd un arc intre starea i i stareaj dacdj e followpos(i), iar
eticheta arcului este simbolul cu codul j. Obtinem:

limbaje formale si translatoare Seminar LFA

Am introdus o stare de start (0) din care existi “-tranzitii in stérile corespunzitoare
* elementelor din multimea firstpos(rad) = { 1, 2, 3 }. De asemenea, starea 3 corespunzitoare
simbolului terminal # este stare finald. Automatul fmit obtinut astfel este nedeterminist.

Dacd dorim sd obtinem automatul finit determinist, vom considera starea de start
firstpos(rad) = { 1, 2, 3 }, iar tranzitiile se determind ca in problema anterioard. Obtinem
urmatorul automat finit determinist:

a,b

C a0

Sd se minimizeze automatele specificate prin grafurile de tranzitie:

prolik'ma 1.3-11

Solutie;
Introducem o noud stare d astfel incat functia de tranzitie sd fie totald, adicd pentru orice
stare q pentru care m(q, x) nu este definitid (x e{ a, b }), addugam m(q, x) = d. Noul grafde
tranzitie devine:
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limbaje formale si translatoare

Fie partitia disjunctd pe multimea stdrilor: P={ {0, 1,2, 4}, {3,5,6,7 }, { d} junde
prima mulfime este mulfimea stdrilor nefmale, iar a doua este multimea stdrilor finale. in
continuare, pentru fiecare multime Q e P si toate stdrile q € Q pentru care: m(q, x) g Q'
astfel incat existd g' cu m(q’, y) € Q' (1). Se construieste o noud partitie: P = (P\ { Q }) u {
Q \ new, new } unde new este multimea stdrilor care indeplinesc conditia (1). intr-adevir, in
cazul nostru obtinem. Pentru Q = { 0, 1, 2,4 }, tranzitiile stirilor componente sunt:
m(0,a)=1eQm(0,b)=2e Q, m(l,a)=4e Qm(,b)=5gQdeci 1 e new
m(2,a)=3 £Qdeci2enew, m(4,)=4eQm(4,b)=2eQ

Prin urmare, nouapartitie pe multimea stdrilor este: P = {{0,4}, {1,2}, {3,5,6,7}, {d}}.
Pentru Q = { 0, 4 }, tranzitiile stirilor sunt: m(0,a) =1e { 1,2} m0,b)=2¢ { 1,2},
m(4,a) =4 g { 1,2} deci 4 ¢ new. Partitia obtinutd pe multimea stérilor devine: P = {{0 },
{41, {1,2},{3,56,7},{d}}. Pentru Q= { 1,2} (este prima multime din partitie care
contine mai mult de un element) rezultd: m(l,a) =4 e {4 } m(l,b)=5¢ {3,5,6,7 },
m(2,a)=3<£{ 4} deci 3enew.

Partitia astfel obtinutdeste: P={ {0}, {1}, {2},{4},{3,56,7},{d}}

Pentru Q={3,5,6, 7} tranzitiile stirilor componente sunt: m(3,a) =d e {d } m(3,b) =d
e{d}, m(5,a)=6i{d} deci5enew, m6,a)=7¢g {d} deci 6 e new, m(7, a) = 7«
{d} deci7 e new.

Partitia obtinutd in acest cazeste: P={ {0}, { 1 },{2},{3},{4},{5,6,7},{d}} Fe
acum Q = { 5, 6, 7 }. Tranzitiile stdrilor componente sunt: m(5,a) =6 ¢ {5,6,7 } m(5,b) =
de {d}, m@6,a)=7¢ {56,7} m@6,b)=de {d}

m(7,a) =7 € {56,1} m(7,b) =d e { d}, adicd nu mai apare o noud partitic pe multimea
starilor. Prin urmare, automatul finit minimizat este:
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Solutie;

Functia de tranzitie este totald, deci putem considera urmétoarea partitie pe multimea starilor:
; P={jql,q2,q3},{q4,q5}}

Aplicand acelasi algoritm de la punctul a), considerdim multimea: Q = { ql, 92, g3 }

pentru care tranzitiile stirilor componente sunt: m(ql, a) =q2 e { g2 }, m(ql,b) =q3 ¢
{aql,q3}, m(q2,a)=q4 £{ql,q2,93} deci g2 enew, m(g3,a =92 6 { g2}, m(g3, b)
" g3 e {ql,g3 }. Nouapartitic pe multimea stirilor devine: P= {{ql, q3}, q2}, {94, q5} }.
Fie Q = { ql, g3 }. Tranzitiile pentru aceastd multime de stdri: m(ql, a) = q2 € { g2 },
m(gl,b)=q3e{ql,gB}, md3, a=q2e{ g2}, ma3, b)=c3e{ql, o3}

Fie acum Q = {g4, g5} . Tranzitiile pentru stdrile componente sunt: m(g4, a) = q4 €{a4, a5}
ma4, b) =a5 € { 04,05}, m(d5, 8 =02 £ { g4, g5 } deci g5 e new. Noua partitie pe
multimea stdrilor este: P={ {ql,q3 }, { g2}, { g4}, { 95 } }. Automatul finit minimizat,
P*"tru care starea corespunzitoare multimii { ql, g3 } este notati cu ql, este:



limbaje formale si translatoan
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1.3.2 Automate cu stivi (push-down)

Definitia 1.3.5. Se numeste automat cu stivd un obiect matematic definit in modul urmétor:
P=(Q, T, Z, m, qO, zO, F) unde:

* Q - este o multime finitd de simboli ce reprezintd stdrile posibile pentru unitatea de
control a automatului;

« T - este multimea finitd a simbolilor de intrare;

* Z - este multimea finitd a simbolilor utilizati pentru stivé;

* m - este o functie, m : Q x (Tu {X}) x Z -> P(S x Z*) (prin P(Q) s-a notat multimea
partilor lui Q) este functia care descric modul in care se obtine starea urmétoare sij
informatia care se introduce in stivd pentru o combinatie (stare, intrare, continut stivd) |

dats;
* O s Q este starea initiald a unitdtii de control,
» zO e Z este simbolul aflat in varful stivei in starea initiald;
*  FcQ reprezintd multimea finitd a stérilor finale.
dDeﬁnigia 1.3.6. O configuratie de stare a automatului este un triplet (g, w, a) e Q x T* x Z*
unde:
* - reprezintd starea curentd a unititii de control,
* W - reprezintd partea din banda de intrare care nu a fost inca cititd. Daca w = X inseamna
cd s-a ajuns la sfarsitul benzii de intrare;
* a - reprezintd continutul stivei.
automatului este relatia |- definitd asupra multimii
[ urmitor: (g, aw, za) |- (¢, w, Pa) unde (q', P) e m(q, a,
z),q,Q,aeTu{l},weT*,zeZ,aeZ*, fieZ*.

Daca a * X inseamna ca, daca unitatea de control este in starea q, capul de citire este pe
simbolul a iar simbolul din varful stivei este z atunci automatul poate sd 1isi schimbe
configuratia in modul urmétor: starea unitétii de control devine ¢, capul de citire se deplaseaz
cu o pozitie la dreapta iar simbolul din varful stivei se inlocuieste cu p.

Dacid a = X inseamnd cd avem o A.-tranzitie pentru care simbolul aflat in dreptul capului de
citire pe banda de intrare nu conteazi (capul de citire nu se va deplasa), insd starea unitétii de
control si continutul memoriei se pot modifica. O astfel de tranzitie poate sd aibd loc si dupd ce
s-a parcurs intreaga banda de intrare.

Daci se ajunge intr-o configuratie pentru care stiva este goald nu se mai pot executa tranzitii.
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Relatia j- se poate generaliza la |-\ |-*, |*, intr-o manierd similard relatiei de derivare pentru
forme prepozitionale.

Definitia 1.3.8. O configuratie initiald pentru un automat cu stivd este o configuratie de
forma (qO, w, zO) unde w € T*. O configuratie finald este o configuratie de forma (q, X, a) cu q
.F aeZ*%

Definitia 1.3.9. Spunem cé un sir w este acceptat de un automat cu stivd prin stiri finale
dacd (qO, w, zO) |-* (q, X, a) pentru g e Fsiae Z * . Multimea sirurilor acceptate de un automat
cu stiva se noteaza cu L(P).

Definitia 1.3.10. Spunem cé un sir w este acceptat de un automat cu stivd prin stivd goald
dacd (qO, w, zO) |-* (q, X, X) pentru q e Q. Limbajul acceptat de un automat pushdown P in
acest mod se noteaza cu Le(P).

Propozitie. Dacd L(P) este limbajul acceptat de automatul P prin stiri finale atunci se poate
construi un automat pushdown P' astfel incat L(P) = Le(P").

Propozitie. Dacéd Le(P) este limbajul acceptat de automatul P prin stivd goald atunci se poate
construi un automat pushdown P' astfel incat Le(P) = L(P").

Propozitie. Multimea limbajelor acceptate de automate cu stivd este multimea limbajelor

independente de context.

Probleme

Sa se determine limbajul acceptat de urmaétorul automat cu stiva:
PD = ({40, ql, 42, q3}, {a, b, ¢}, {a, b, ¢, 2}, m, O,  z {@3 })
m(qo, a, z) = { (qO, az) }
m(qo, a, a) = {(q0, aa)}
m(qO,c,a)={(ql,a)}
m(ql,b,a)={(ql,A.)}
m(ql,b,z)={(ql,bz)}
m(ql,b,b)={(ql,bb)}
m(ql,c,b)={(q2,b)}
m(q2,b,b)={(q2,X)}
m(q2, X, 2) ={(q3, X) /

Sa;

Solutie:
Evolutia automatului PD pentru un anumit gir de intrare poate fi caracterizatd in modul
urmdtor: din starea initiald qO se poate face o tranzitie daci sirul incepe fie cu simbolul a fie
cu simbolul c. Se observd ci simbolii a sunt introdusi in stivd. Fie n numérul de simboli a din
prefixul sirului de intrare, deci sirul de intrare poate fi de forma: w = a" ev unde n > 0, iar v
este un sufix al sirului de intrare. in continuare, se trece in starea gl in care poate urma doar
simbolul b in sirul de intrare §i pentru fiecare simbol b de pe banda de intrare, se descarcd un

simbol a din varful stivei.
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Deci, numirul de simboli b care poate urma dupa c este tot n, iar w este de forma; w = a"cb" u, u este
un sufix al sirului de intrare. Simbolul care poate urma pe banda de intrare in momentul in care stiva
este vidd (s-au descdrcat toti simbolii a din stiva) este tot b.
in continuare, pot apare doar simbolii b care se introduc in stivd. Fie m numarul acestora.
Configuratia in acest moment a prefixului analizat din sirul de intrare este: w = a" ¢ b" b" x, unde x
este restul din sir rimas neanalizat. Se observa cd din starea ql, dacé pe banda de intrare nu urmeaza
un b, poate urma doar un c. Se trece in starea g2 in care sunt acceptati doar simboli b pe banda de
intrare. Ori de cate ori apare un b pe banda de intrare, se descarca un b din varful stivei. in momentul
in care stiva s-a golit, se trece in starea finala 3. Deci sirurile acceptate de automat sunt de forma: w
=a"cbh"b"cb"cum,n>0.
Pentru sirul de intrare aacbbbcb, miscérile efectuate de automat sunt:
(qO, aacbbbeb, z) |- (@O, acbbbcb, az) |- (qO, cbbbeb, aaz) |- (g1, bbbeb, aaz)

|- (g1, bbeb, az) |- (g1, beb, z) |- (ql, ¢b, bz) |- (2, b, bz)

Hq2,A,2)[-(q3,Aa)
deci sirul este acceptat.

prohlcm» 1.3-14

Sa se construiasca automatul cu stiva care acceptd urmatorul limbaj:
L={wcw®|we {a,b}*}

Solutie:
Vom folosi in constructia automatului PD care acceptd limbajul L faptul cd sirul de intrare este
simetric §i are numdr impar de simboli, simbolul din centru fiind ¢. Prin urmare, pentru a putea
stabili dacd irul de intrare poate fi acceptat sau nu, trebuie memorata prima jumdtate a sirului (pdnd
se intAlneste simbolul c) in stivd §i apoi comparatd cu a doua jumdtate a sirului (vom compara
simbolul analizat in mod curent de pe banda de intrare cu simbolul din varful stivei; daca sunt egali,
se descarca stiva). Prin urmare, automatul cu stiva care accepta limbajul L, este: PD = ({qO, ql, q2
}, {a,b,c}, {a,b,c,z},m,qO,z, {q2})
m(qO,d,e)={(qO,de)} Vde {a,b},Vee {a,b,z}
m(qO,c,d)={(ql,d)}Vde{a,b,z}
m(ql,d,d)={(ql,A)}Vde{a,b}
m(qU,z)={(q2,A.)}

Comentarii:
Se observa ca automatul este determinist si acceptarea este prin stéri finale.

Sé se construiascd automatul cu stivd care acceptd urmétorul limbaj:
L={0'T|0<j i}
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Solutie:
Muméanl de simboli 0 este mai mare sau egal decat numarul de simboli 1. Vom proceda in mod
analog exemplului precedent introducénd initial in stivd tofi simbolii 0 din prima parte a sirului i
ulterior descércind stiva pentru fiecare simbol 1 intélnit pe banda de intrare. Conditia ca un gir sd fie
acceptat este ca stiva sd nu se goleascd nainte de a ajunge la sfarsitul sirului. Rezultd deci automatul:

=({q0,ql,92},{0,1},{0,z},m, 0.z, { 2

.(q0,0,a)={(q0,0a)}Vae {O,z}
2(40,1,0)={(ql,X)}
m(ql,1,0)={(ql,X)}
m(ql,”a)={(q2,X)}Vae{0,z}

Verificare:
Pentru girul de intrare 00011, evolutia automatului este:

(@O, 0001 1,2)i-(q0,0011, Oz)
-(q0,011,002)
i-(q0, 11,0002)
|-(ql, 1,00z)
|-(al,A,0z)
I-(q2,A,2)

prin urmare sirul este acceptat. De asemenea, pentru sirul de intrare 011, evolutia automatului este:

functia de tranzitie nu este definité in acest caz, prin urmare sirul nu este acceptat (starea gl nu este
de acceptare).

Comentarii:
Automatul PD este nedeterminist deoarece existd doud tranzitii din starea gl nedistinctibile:

m(qU,0)={(q2,A.)}

problema 1.3-16

Sa se construiasca automatul cu stiva pentru limbajul generat de urmatoarea gramatica:
‘-»aSblaAb
A->c
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Solutie:
Putem éonstrui un automat cu stiva care acceptd limbajul generat de gramatica prin stiva goald: PD'
=({ O} {abc} {abc SSA}LMEOS{}),mOX S)=1{@,aSh), @, aAb) }, mqoO,
A,A)={(q0,¢)},m(q0,x,x)={(q(U)}Vxe{a,b,c}
O altd solutie se poate obtine considerdnd un automat cu stivd extins (in acest caz considerdm cé
stiva creste spre dreapta): PD" = ({qO, ql}, {a,b, c}, {a, b, c, z, S, A}, m, qO, z, {ql }), m(qO, x, X)
= {0, x)} Vx e {a, b, c}, mq0, X aSb) = {(qO, S)}
mg0, X aAb) = {(q0, S)}, m@0, X ¢) = {(dO, A)}, m@O, X zS) = {(al, X)}

Verificare;
Pentru sirul de intrare aacbb, se obfin evolutiile celor doud automate:

(g0, aacbb, S) |- (qO, aacbb, aSb) |- (qO, acbb, St) |- (qO, acbb, aAbb) |- (O, cbb, Abb)
I (O, cbb, cbb) |- (0, bb, bb) |- @, b, b) | (@0, X, X)

iar pentru a doua varianta:

(g0, aacbb, z) |- (qO, acbb, za) |- (qO, cbb, zaa) |-(qO, bb, zaac) |- (qO, bb, zaaA)
(@O, b, zaaAb) |- (qO, b, zaS) HO, X, zaSb) |- (qO, X, zS) |-(ql, X, z)

problema 1.3-17

Sa se construiasca automatul cu stiva care acceptd urmétorul limbaj:
L = {w | w contine un numdr egal de a si b}

Solutie:

Vom utiliza aceeasi tehnicd ca si in problemele precedente si anume: deoarece numarul de simboli a
este egal cu numdrul de simboli b din sirul de intrare, putem introduce in stivd toti simbolii a, daca
sirul incepe cu a, respectiv toti simbolii b, daci sirul incepe cu b. in continuare, de fiecare datd cand
pe banda de intrare se afli un simbol diferit de cel din varful stivei se descarcd stiva, altfel se
introduce 1in stivd. Sirul este acceptat dacd in final stiva este vidd. Rezultd: PD = ({qO},{a,b},{a,
b,z},m,q0O,z, {qO}), m(qO, x, z) = {(q0, xz)} Vx e {a,b}, m(qO,x,x) = {(qO,xx)} Vx e {
a,b},m(qO,x,y)={(q(U)}Vx,ye {a,b}x #y,m(q0,X,2)= {(q0,2z)}

O alti solutie se poate construi observand ca limbajul L este generat de gramatica: S->aSb S |bSa
S | X(vezi, de exemplu, Problema 1.1.6 din paragraful 1.1.1.). Prin urmare putem construi un
automat cu stiva care accepta limbajul L prin siva goald: PD' = ({qO}, {a, b}, {a, b, S}, m, qO, S,
{}), m@O, X, S) = {(q0, aSb S), (@O, b S a 5),(q0, X)}, m(qO, ¢, ¢) = {(q0, X)} Vc e {a, b}

in fine, o a treia solutie se poate obtine considerdnd un automat cu stivd extins (in acest caz
considerdm stiva creste spre dreapta): PD" =({ qO, ql }, {a,b}, {a,b, 2, S }, m, qO, z, { ql }),
m(qoO, x, X) = {(q0, x)} Vx 6 {a,b},n#,X X) = {(qO, S)}, mqO, X, aSbS) = {(q0, S)},
m(qO, X, bSaS) = {(q0, S)}, m(qO, X, zS) = {(al, X)}
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Verificare:
Pentru girul de intrare abbbaa, se obtin evolutiile celor trei automate:
(qO, abbbaa, z) |- (ql, bbbaa, az) |- (ql, bbaa, z) |- (ql, baa, bz) |- (ql, aa, bbz)
|

sau:

(qO, abbbaa, S) |- (qO, abbbaa, aSbS) |- (qO, bbbaa, SbS) |- (qO, bbbaa, bS)
|- (qO, bbaa, S) |- (qO, bbaa, bSaS) |- (qO, baa, SaS) |- (4O, baa, bSaSaS)
- (@O, aa, SaSaS) |- (qO, aa, aSaS) |- (4O, a, SaS) |- (4O, a,aS) |- (4O, X, S)

iar pentru ultima varianta:

(00, abbbaa, z) |- (g0, bbbaa, za) |- (g0, bbbaa, zaS) |- (q0, bbaa, zaSb)
|- (qO, baa, zaSbb) |-, aa, zaSbbb) |- (g0, aa, zaShbbS)
[-(0, a, zaSbbbSa) |- (q0, a, zaSbbbSaS) I-(0, a, zaShbs)
|- (q0,A, ,zaShbSa) |- (0, X, zaSbbSas) |- (g0, X, zaShs)
[-(a(U,zS) |-(ql,A,z)

Comentarii:
Considerand notiunea de derivare putem sd introducem doud noi notatii. Derivarea stdnga este o
derivare in care se inlocuieste intotdeauna cel mai din stinga neterminal in timp ce intr-o derivare
dreapta se inlocuieste intotdeauna cel mai din dreapta neterminal. Ultimele doud variante corespund
derivarilor stAnga, respectiv dreapta,”le sirului de intrare.
S =>aSbS => abS => abbSaS => abbbSaSaS => abbbaSaS => abbbaaS =» abbbaa
Respectiv:

S =>aSbS => aSbbSa$§ => aSbbSa => aSbbbSaSa => aSbbbSaa=> aSbbbaa => abbbaa
1.3-18

Sa se construiascd automatul cu stivd care acceptd urmétorul limbaj:
L={a"d"ln I,m 1,n msaum<2*n}

Solutie:
Deoarece intre numdrul de simboli a (n), respectiv numdrul de simboli b (m) existi fie relatian < m
(cazul 1), fie relatiam <2 * n (cazul 2), vom trata cele doud cazuri in acelagi mod: se depun in stivd
toti simbolii a de pe banda de intrare prin simpla copiere in stivd (cazul 1), deci vom avea in stiva cei
n simboli a sau prin duplicare (cazul 2), caz in care vor exista in stiva 2 * n simboli a. in continuare,
atdt in cazul 1 ct §i in cazul 2 se descarcd stiva pentru fiecare simbol b de pe banda de intrare. in
cazul 1 se trece in starea de acceptare dacd nu s-a ajuns la sfarsitul sirului inainte de a se goli stiva,
iar in cazul 2 daca la terminarea sirului, stiva este nevidd. Prin urmare, un automat PD care acceptd
iimbajulLeste:
PD=({,,,4l,,,,43,94,45, a6 }, {a,b}, {a, z},m, 4O, z, {q3, q6})
m0, a, z) = {(ql, az), (¢4, aaz)}
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(tratare cazul 1:)
| m(ql, a,a) = { (ql, aa) }, m(ql, b, a) = { (a2, A)}, m(q2, b, a) = { (a2, A) }
:m(q2,X,z)=1{(q3,z)} cazuln=m, m(q2,b,z) ={(q3,z) } cazuln <m
'm(q3,b,2) ={(q3,2) }
(tratare cazul 2:)
j m(g4, a, a) = {(q4, aaa) }, m(q4, b, a) = { (45, X)}, m(q5, b, a) = {(q5, A) }
m(qs, X, a) = { (g6, X)}

Verificare:
Pentru sirul de intrare aabbb se obtine urmdtoarea evolutie a automatului cu stiva:
(qO, aabbb, z) |- (ql, abbb, az) |- (ql, bbb, aaz) |- (g2, bb, az) |- (42, b, z) |- (43, X, z)
sau (qO, aabbb, z) |- (q4, abbb, aaz) |- (q4, bbb, aaaaz) j- (q5, bb, aaaz) |- (q5, b, aaz)
- (a5, X, az) |- (g6, X, 2)
Deci sirul aabbb este acceptat de automat. Pentru girul de intrare aabb, evolutia automatului
PD este: (qO, aabb, z) |- (ql, abb, az) |- (ql, bb, aaz) |- (q2, b, az) |- (42, X, 2) |- (43, X, z)
sau
(qO, aabb, z) |- (g4, abb, aaz) |- (q4, bb, aaaaz) |- (q5, b, aaaz) |- (45, X, aaz) |- (46, X, az)
Deci sirul aabb este acceptat de automat conform ambelor conditii. Pentru sirul aabbbb
evolutia automatului este: (qO, aabbbb, z)J- (ql, abbbb, az) |- (ql, bbbb, aaz) |- (q2, bbb, az) |-
(,2,bb,2)|-(q3,b,2)|-(q3,A,2)

Deci sirul este acceptat de automat (conform primei conditii). De asemenea, pentru sirul
de intrare aab, evolutia automatului este: (qO, aab, z) |- (ql, aff, az) |- (ql, b, aaz) |- (q2, A, az)
si in acest caz nu mai este aplicabild nici o tranzitie sau: (qO, aab, z) |- (g4, ab, aaz) |- (q4, b,
aaaaz) j- (q5, X, aaaz) |- (q6, X, aaz). Adica sirul este acceptat de automat (conform conditiei
adoua).

problema 1.3-19

Sa se construiasca automatul cu stiva care accepta urmatorul limbaj:
L={anbman|n,m>=1}u{anbmcm|n m>=1}

Solutie:

Deoarece limbajul specificat de L este de fapt reuniunea a doua limbaje, va trebui ca in
specificarea automatului PD si realizim nigte mecanisme prin care si fie acceptate siruri din
ambele limbaje. Astfel, sirurile nu pot incepe decit cu simbolul a. Toti simbolii a din
prefixul sirului se introduc in stivd. De asemenea, toti simbolii b care urmeaza sunt introdusi
in stiva. In continuare: Daca urmatorul simbol de pe banda de intrare (dupa ce s-au epuizat
toti simbolii b) este a, atunci se incearcd acceptarea unui sir de forma: a" b™ a", caz in care se
descarcd toti simbolii b din stivd i se verificd dacd numérul de simboli a din stivd este egal
cu numdrul de simboli a rimagi pe banda de intrare.

Dacd urmatorul simbol de pe banda de intrare este ¢, se incearcd acceptarea unui gir de
forma: a" b" c”, caz in care se verificd dacd numarul de simboli ¢ din sufixul sirului este egal
cu numdrul de simboli b din stivd. in final, se descarcd din stivi toti simbolii a.
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Rezultd automatul:
PD = ({40, ql, 92, g3, g4, g5, q6},
i (incarcdsimbolii a §i b in stivi:)
' m(qoO, a, z) = {(ql, az)}, m(ql, a, a) = {(ql, aa)}, m(ql, b, a) = {(ql, ba)}
.m(ql,b,b) = {(ql,bb)}
. (varianta 1:)
rn(ql, "> b)~ { (i*, A,)} am consumat un simbol a de la intrare
: m(q2, X, b) = {(q2, X)} descarca simbolii b din stiva
(a2, a, 2) = {(q3, X}
m(q3, A, ,a) = {(q4, A} scot un a din stivd ce corespunde simbolului a consumat in starea gl
«(a4la,a)={(q4,A)}
:.(a4, X, z) = {(g5, z) } stare finald
(varianta 2:)
m(ql, ¢, b) = {(q6, A) }, m(qb, ¢, b) = { (g6, A) }, m(q6, X, z) = { (a5, 2) }
(descarca simbolii a din stiva:)
‘m(q4, A, a) = {(q4, A)}, m(q4, A, 2) =

fa,b,c}, {fa, b, 2}, m, g0, z, { g5 })

{(g5, z)} (stare finald)

problem:! 1.3-20

Sd se construiascd automatul cu stivd care acceptd limbajul expresiilor aritmetice cu
paranteze

Solutie:
Vom considera ca existd doua stari ql, respectiv q2 pentru care sunt valabile urmatoarele
semnificatii: gl este starea de start. Atat timp cét pe banda de intrare simbolul analizat este
"(", se copiaza in stiva. Daca simbolul de pe banda de intrare este a, se trece in starea q2.
in starea q2, daca simbolul de pe banda de intrare este operator (+, *), se trece in starea.ql.
Daci simbolul este ")", se descarci din stiva un simbol "(" ¢
Rezultd automatul PD = ({ ql, 92,93}, {a, +, *, (,)}, {z, (}, m,ql, z, { g3 }),
m(ql, x)={(ql, ¥ }xe {(z} m@al,ax)={(@2,x) }xe{(z}
m(q2,),()={(a2,A) }, m@2,y,x)={(ql,x)} ye {+,*}, m(q2, X, z) = { (43, X) }

Verificari::
Pentru girul de intrare a+a*(a+(a)*a), evolutia automatului este:

: (ql, ata*(at+(a)*a), 2) |- (92, +a*(a+(a)*a), z) |- (ql, a*(a+(a)*a), z)
; - (92, *(at+(a)*a), z) |- (ql, (at+(a)*a), 2) |- (ql, at+(a)*a),(2)
: - (92, +(a)*a),(2) |- (ql, (@)*a), (2) |- (ql, a)*a), ((2) j-(q2,)*a), ((2)
- (a2, *a), () |- (ql, a), (2) |[-(q2,), (2) |-(92, A, 2) |-(q3, A, X)

Comentarii:
Sirurile sunt acceptate prin stivd goald.
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1.3.3 Masina Turing

Definitia 1.3.11. Se numeste masind Turing obiectul matematic: MT = (Q, T, m, q,)

unde

*  Q este o multime finitd a stirilor maginii Turing, hg Q;

* T este alfabetul finit de intrare care contine simbolul # dar nu contine simbolii L si R;

* m este functia de tranzitie m : Q x T -> (Q u {h}) x (T u {L, R}).

* qo ¢ Q este starea initiald a masinii Turing.

Daci q e Q, ae T si m(q, a) = (p, b) inscamna ci fiind in starea q, avind simbolul a sub
capul de citire magina trece in starea p. Dacd b e T atunci simbolul a va fi inlocuit cu b, altfel
capul se va deplasa cu o pozitie la stinga sau la dreapta in functie de valoarea simbolului b 6
{L, R}. Se observi cd magina Turing a fost definitd ca un acceptor determinist.

Definitia 1.3.12. O configuratie pentru o masind Turing este (q, @, a, /?) notatd si (q,
aay?)undeq e (Qujh}), ae T*,a e T, J3e (T* (T - {#}) u {X}) in care

* ( este starea curentd

* a este sirul aflat pe banda de intrare la stAnga capului de citire / scriere

+ a este simbolul aflat sub capul de citire / scriere

* /? este sirul aflat la dreapta capului de citire / scriere.

Definitia 1.3.13. Relatia de tranzitie |- se defineste asupra configuratiilor in modul urmétor.
Fie (ql, wl, al, ui) si (92, w2, a2, u2) doud configuratii. Atunci:

(ql,wl,al,ul) |- (q2w2,a2,u2) dacd si numai daci existi b ¢ T u{L, R} astfel inct m(ql,
al) = (g2, b) si este indeplinitd una din urmétoarele conditii:

l1.beT, wl=w2, ul =u2, a2 = b;

2. b=L, wl =w2a2
dacd al * # sauui * X
u2 =al ui
altfel u2 = X

3. b=R, w2 =wlal
daca ui = X

w=X
a2=+#
altfel ui = a2 u2
Un calcul efectuat de o masina Turing este o secventd de configuratii cO, ci, ..., cn astfel
incatn > 0 sicO |- ci |-... |- cn. Se spune despre calcul cé are loc in n pasi.

O masind Turing poate sa fie utilizatd §i ca acceptor de limbaj. Si anume sd considerim un
limbaj L definit asupra alfabetului T care nu contine simbolii #, D si N. Fie dL : T* -* {D, N} o
functie definitd in modul urmétor - pentru VweT*

Ddacdw GL

dL(w) =
\
Ndacaw 0 L
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Se spune ca limbajul L este decidabil in sens Turing (Turing decidable) dacd si numai daca
functia dL este calculabild Turing. Dacd dL este calculatd de o masina Turing MT spunem ca
MT decide L.

Notiunea de acceptare este mai largd decit nofiunea de decidabilitate in legitura cu
limbajele. Si anume dacd L este un limbaj asupra alfabetului T, spunem ca limbajul L este
Turing acceptabil daci existd o masina Turing care se opreste dacd i numai daci w e L.

Propozitie. Limbajele Turing decidabile sunt si Turing acceptabile. Reciproca nu este insd
adevdrata.

Definitia 1.3.14. O schemd de masind Turing este tripletul *F = (M, r\, MO) unde

* M este o mulfime finitd de masini Turing care au toate un alfabet comun T si multimi
de stari distincte;

* MO e M este magina initiala;

* T] este o functie partiald, r\ : M x T-> M.

O schemd de masind Turing reprezintd o magina Turing T compusd din maginile care
formeazd mulfimea M. Functionarea acesteia incepe cu functionarea maginii MO. Dacd MO se
opreste atunci ¥ poate continua eventual functionarea conform altei masini din M. Dacd MO se
opreste cu capul de citire / scriere pe caracterul a atunci existd urmétoarele situatii:

+ t|(MO, a) este nedefinitd, in acest caz ¥ se opreste;

+ -n(MO, a) = M, in acest caz functionarea continud cu starea initiald a maginii M'.

4> = (M, 1], MO) o schem4 de magina Turing reprezintd magina MT = (Q, T, m, s) unde
* Q=QO0u...uQku{qO,..., gk}
+s=90
* m este definitd in modul urmator:
a.daciqe Qj, 0< i <k, ae Tsini(q,a) = (p, b), p* h atunci m(q, a) = iiij(q, a) = (p,
b);
b.dacdiqe Q,0<i<k, ae Tsimi(q, a) = (h, b) atunci m(q, a) = (qi, b);
c.dacd 1|(Mi, a) (0 <i<k,aeT) este nedefinitd atunci m(qi, a) = (h,a);
d. dacdr)(Mi, a) = Mj (0 <i<k, ae T) si mj(sj, a) = (p, b) atunci

(p.b)

m(qi, a) =
\
(qj,b)p=nh

Propozitie. Addugarea unor facilititi la definitia Maginii Turing ca de exemplu :

+ Dbanda de intrare infinita la ambele capete;

* mai multe capete de citire / scriere;

* mai multe benzi de intrare;

* banda de intrare organizatd in doud sau mai multe dimensiuni (eventual ca 0 memorie);

nu creste puterea de calcul oferiti. Nu se schimbid nici clasa functiilor care pot si fie
calculate si nici a limbajelor acceptate sau decise.
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Probleme
problema 1.3-21
, Fie magina Turing MT = ( {qO, ql, q2}, {a, #}, m, qO) cu

m(q0,a) = (ql,L)
m(qO, #) = (40, #)
;m(ql,a) =(q2,#)
:m(ql,#) = (h,#) - -.
m(q2, a) = (ql, a)
m(q2,#) =(qO,L)

care este evolutia maginii dacd pleacd din configuratia initiald: (qO, #a"a)n>0?
Solutie:
Sa presupunem cd n este un numdr impar de exemplu n = 1. in acest caz evolutia masinii
* Turing este:
(9O, #aa) |- (ql, #aa) j- (q2, ##a) |- (qO, ##a) se agatd
: Dacd n este par, de exemplu 2 atunci:

! (qO, #a%a) j- (ql, #aaa) |- (q/, #a#a) |- (qO, #a#a) j- (ql, #a#a) |- (h, #a#a)

Deci masina se opreste pentru siruri de forma: #a™a si le transformd in #a#a...#a. Pentru
siruri de forma #a™"'a masina nu se opreste.

prohkma 1.3-22

' S4 se construiasci masina Turing care acceptd limbajul L = { w € {a, b}* j w contine doi
" simboli a consecutivi}.

Solutie:
Se pleacd din starea initiald qO si se merge spre dreapta, daci se intilneste un simbol a se va
trece intr-o stare noud si se continud deplasarea la dreapta. Magina se va opri pe al doilea
; simbol a intalnit.

MT = ({qO,ql},{a,b,#},m,qO)cu
;m(q0O,a) = (ql,R)
i m(qO, x) = (O, R) x ¢ {b,#} ,

im(ql,a)=(h,a)
| m(ql,x) =(qO, R) x e {b, #}

54 54

limbaje formale si translatoare Seminar LFA

Descrieti in cuvinte transformarea efectuatd de urmétoarea magina Turing.
MT = ({q0, ql, 92}, {a, b, #}, m, qO) cu

m(qoO, x) = (qO, x) x e {a, b} arbitrar
m(qO,#) = (ql,L)

m(ql,a) = (ql,L)

m(ql,b) = (ql,L)

m(ql,#)=(q2,b)

m(q2,a) = (42,,R)

m(q2,b) =(q2,R)

m(q2,#) = (h,#)

Solutie:

Sa considerdm de exemplu comportarea pentru configuratia initiald (qO, #ab#).
(qO, #ab#) |- (ql, #ab#) |-* (ql, #ab#) |- (g2, bab#) |-" (g/, bab#) |- (h, bab#)

Magsina transforma o bandi de intrare de forma #w# in bw#.

Considerand reprezentarea unard a numerelor naturale, care este functia pe numere naturale
calculatd de urmitoarea magind Turing: :

MT = ({q0, ql, q2, g3}, {I, #}, m, gO) cu

m(qO,#)=(ql,L)

m(qO, I) = (qO, 1) arbitrar
m(ql,#) = (h,R)
m(ql,1) = (q2,#)
m(q2,#) = (q3,L)
m(q2,1) = (q2,1) arbitrar
m(q3,#)=(h,R)
m(q3,I) = (h,#)

Solutie:
Sa considerdm citeva exemple de evolutie.
@O, ##) |- (ql, ##) |- (b, ##), @O, #1#)}- (ql, #1# )}- (ql, ### )}- (g3, ##)- (b, ##)
i (qO, #1'#)|- (ql, #1™'1# - (q2, #/##)\- (q3, #1™1#) |- (h, #1™# )
> 0 n<2
Se observa ca f(n) ="
: n-1 n>=2
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proMt-niii 1.3-2"

Sd se construiascd masina Turing care decide limbajul:
L= {we {a, b}*| w contine cel putin un simbol a}.

Solutie:
Magina Turing trebuie si lase pe banda de intrare rdspunsul D sau N dupd cum sirul apartine
sau nu limbajului.

:MT = ({90, ql, q2, q3, g4, g5, 96, q7, g8}, {a, b, #}, m, O) cu

m(qO,#) =(ql,L)
m(ql,a) = (q3, #) a gasit
:m(ql,b) =(q2,#)
; m(ql, #) = (q7, R) capatul din stinga nu a gisit
m(q2, #) =(ql, L) mai cauta
m(q7, #) = (g8, N) a scris rdspuns NU
; m(g8, N) = (h, R) gata
' m(q3, #) = (q4, L) mai sterge
i m(g4, #) = (g5, R) capitul din stinga a gasit
". m(g4, x) = (g3, #) x e {a, b} mai sterge
i m(q3, #) = (g6, D) a scris raspuns DA
; m(g6, D) = (h, R) gata

problema 1.3-26

Sd se construiascd masina Turing care acceptd limbajul:
L= {we {a, b} | wcontine cel putin un simbol a}.

Solutie:
Magina Turing trebuie s se opreasca dacd si numai dacd sirul de pe banda de intrare apartine
limbajului. Initial pe banda de intrare se afld sirul sub forma #w# iar in final daci sirul
apartine limbajului pe banda de intrare trebuie sd se giseascd #w#.

MT = ({90, al, 2}, {a, b, #}, m, O) cu

m(qO, #) =(ql, L)

m(ql,b) = (ql,L)

m(ql, a) = (g2, R)

m(q2, x) =(q2, R)x e {a, b}
m(q2, #) = (h, #)
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pinlili-ni.i 1 ¢-2"

Sd se construiascd masina Turing care decide limbajul:
L= {we {a b} | W este divizibild cu 2}.
Solutie;

MT = ({90, ql, 92, q3, g4, g5, 96, 7, g8}, {a, b, #}, m, qO) cu

m(qO,#) =(ql,L)

m(ql,x) = (q2,#)xe{a,b}

m(q2,#) =(q3,L)

m(q3,x) = (q4,#)xE{a,b}
m(q4,#)=(ql,L)

m(q3, #) = (q7, R) scrie N pe banda de intrare
m(q7,#) = (q8,N)

m(q8,N) = (h,R)

m(ql, #) = (g5, R) scrie D pe banda de intrare
m(q5#) = (q6,D)

m(q6,D) = (h,R)

Sd se construiascd masina Turing care avand alfabetul de intrare T = {a. b, #}, inlocuieste a-
urile cu b-uri si invers. Initial pe banda de intrare se afld sirul #w#, iar in final trebuie si fie
#w'# (w' sirul modificat).

Solutii":
M1 = iqg<lLqi.ql.u)).!la. \"L. ~\ qiucu

m(qO,#) =(ql,L)

m(ql, a) = (g2, b) inlocuiesc a cub

m(ql, b) = (g2, a) inlocuiescb cu a

m(q2, x) = (ql, L) x e {a, b}, ma deplasez spre stinga dupa inlocuire

m(ql, #) = (q3, R) am ajuns la marginea din stAnga a sirului, ma intorc
la marginea din dreapta girului

m(q3,x) =(q3, R) xe {a, b}

m(q3,#) = (h,#)

problema 1.3-29

Sd se construiasci MT compusi care calculeazd f(x, y) = x +y, unde x si y sunt numere
naturale



limbaje formale si translatoare Seminar LFA

Solutie:
Considerdm cd pentru x, y si rezultat se utilizeazd reprezentarea unard utilizind simbolul 1.
Initial banda de intrare contine #x#y#, in final banda va contine #x+y#.
Magina Turing se va deplasa cu o pozitie la stAnga. Dacd simbolul curent este # (y = 0) atunci
i ea se va opri (banda de intrare va contine rezultatul). Dacd simbolul curent este I (y *0),
; atunci fiecare I din'y va fi deplasat cu o pozitie la stAnga.

4

S | xR#R,

J”#

Hait
Verificare: )
(q, ###) I- (a, i- (h, #4#;
x=0siy=2
(q, ##ll#) (q, ##11#)
(q, ##I14)
(q, #|l1#)
(q, #IH#)
(q, #I11#)
(q, #I#1#)
(q, #I#1#)
(q, #I#1#)
@,
(a,
(a,
@ |
(q, #IT##)
(q, #II#)
(h, #I1#)
x=2siy=2
(q, #1##) (q, #I1#11#)
@,
@,
@,
(q, #I11#1#)
(g, #I#1#)

(q, #I1#1#)
(q #I11#1#)
(q,

(q,
tq, #I111##)

(q #I111##)

(q,
(h,
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Fie x i y numere naturale. Sa se construiascd magina Turing compusi care calculeazi functia
X —y X > Yy

0 x<y

Considerdm cd pentru X, y i rezultat se utilizeaza reprezentarea unard utilizind simbolul L. Initial pe
banda de intrare se afld #x#y#, iar in final va trebui si fie #x-y# pentru x  y si ## pentru x <.
Pentru a realiza operatia de scddere masina Turing trebuie s steargd, de la dreapta la stinga, cite un
simbol I din'y. Corespunzitor simbolului I sters din y trebuie sters un simbol I din x, tot de la dreapta
la stAnga. Dupd care procedeul se repetd. Dupi ce s-a sters (a fost inlocuit cu #) un simbol I din y,
respectiv X, nu mai stim care este simbolul # ce delimita cele doud numere. Corespunzitor pentru
fiecare inlocuire este necesar si cunoagtem capdtul din dreapta a fiecdrui sir (x si y), pentru care
sirurile de pe banda de intrare sunt transformate inainte de efectuarea operatiei de scidere sub forma
axaya (se introduce un nou simbol a care va delimita cele doua numere).

Dupi ce s-a sters un simbol I din y si se incerci stergerea unui simbol I din x se poate intAmpla si nu
mai existe I1n X, caz in care trebuie stersi toti simbolii I din'y (cazul y > x). in final simbolurile a ce
au fost introduse pentru a delimita cele doud numere trebuie refidcute cu #. Magina Turing compusa
care calculeaz functia f(x, y) este:

y=1I V=j
=a X=a
R#L#L #R #R #R *=|
‘=
R #

3

prnhli-m.i 1.3-31

S se construiascd magina Turing care acceptd limbajul:
L={we
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Solutie:

Pentru a’ se verifica # (w) = #t,(w) = #_(w) se cautd de la stAnga la dreapta primul a, dupd care tot de
la stanga la dreapta primul b, respectiv primul c. La fiecare cautare (un simbol a, b, respectiv ¢) daca
simbolul respectiv este gdsit, atunci acesta va fi sters. Pentru a sterge fiecare simbol gisit a, b,
respectiv ¢ se va folosi un simbol d g {a, b, ¢} (dacd stergerea s-ar realiza cu # nu am mai sti care
este capdtul din dreapta al sirului initial).

Magina Turing se opreste daci sirul de pe banda de intrare apartine limbajului L. Pentru aceasta
nainte de a cauta a, b, respectiv ¢ trebuie sa vedem daca primul simbol cautat la dreapta (diferit de d)
nu este #, caz in care sirul apartine limbajului, deci magina Turing se opreste. Pentru siruri care nu
apartin limbajului masina va cicla cdutind la dreapta un simbol a sau b sau c.

Halt

S4 se construiascd masina Turing care calculeazi functia f{x, y) = x * y, unde x §i y sunt numere
naturale

Solutie:
Considerdm cd pentru x, y si rezultat se utilizeaza reprezentarea unard utilizind simbolul 1. Vom
construi masina Turing cu doud benzi: bl contine #x# si b2 contine #y#, rezultatul va fi pe bl #x*y#.
Sunt posibile urmétoarele situatii:
l.Dacdx = Ogiy 0 rezultatul inmultirii este 0.
2.Dacéx 0 si y=0 trebuie stearsd banda 1.
Dacix Osiy 0 atunci va trebuie copiat de y - 1 ori continutul initial al benzii 1 la sfarsitul
benzii 1. Pentru a péstra valoarea initiald de pe banda 1 se marcheazi sfarsitul sirului cu a, iar in final
dupad terminarea calculdrii inmultirii se inlocuieste a cu I si se mutd cu o pozitie la stinga sfarsitul
sirului de pe banda 1.

Astfel masina Turing testeazd mai inti dacd x = 0 sau y = 0, caz in care rezultatul este 0.
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=4 V=% l 3] i=
Lo =g L * RAY, aD RO , Lm_‘-‘i__f copy___|
=#
RCl) tfDLCO
=#
RO)

Pentru a copia o singurd datd pe x, dupd simbolul a pe banda bl vom scrie masina Turing
compusd copy, care lucreazd numai cu banda bl. Initial bl contine #wa#, iar in final #waw#

. sau initial bl contine #waw'#, iar in final #waw'w#_(w' reprezintd sirul w copiat de un
: numar de ori).

Magsina Turing compusi care realizeazd copierea este:

problem» 1.3-33
S4 se construiascd masina Turing care decide limbajul: L- {W\ jw e {a. b] *

Solutie:
Pentru a determina in mod determinist mijlocul sirului se foloseste un caracter c care se
propagd spre stdnga sirului. Pentru a verifica dac cele doud "jumitéti” ale sirului, delimitate
de simbolul ¢, sunt egale se vor folosi doua benzi.

1. se propagd simbolul ¢ pe banda bl spre stdnga cu o pozitie si apoi se copiazi pe
banda bl pe banda b2 (copierea se face parcurgdnd banda bl de la stinga la dreapta,
iar banda b2 de la dreapta la stinga)

2. se compard cele doud jumitéti gésite (banda bl este parcursd de la stdnga la dreapta
pornind initial de la simbolul c, banda b2 este parcursa de la dreapta la stinga).
Compararea are loc pand se intilneste pe banda 1 #. Dacd cele doud jumatiti astfel
determinate sunt egale trebuie stearsd banda 1 si se scrie D. Dacd cele doud jumatati
determinate nu sunt egale se propagd cu incd o pozitie la stinga pe banda 1 simbolul j
¢, dupd care se repetd copierea pe banda 1 si apoi compararea. Propagarea la stinga
cu o pozitie a simbolului ¢ pe banda 1 are loc pini se intilneste # (marginea din ,
stnga a sirului), caz in care banda 1 este stearsd si trebuie scris N. j
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Pentru aceasta se vor construi masinile Turing compuse:

copy pentru a realiza copierea pe banda 2

cmp pentru a compara cele doud jumatiti gésite
1) 1=
copy (masina Turing compusa de copiere)
De exemplu:
Initial
bl:#abbabcb# =
b2:##

dupé copiere
bl: #abbabcb#
b2: #bcbabba# Masina Turing care decide limbajul L este:

RCE

omp

cmp (masina Turing compusi de comparare)

Fie cmp magina Turing compusi care compard cele doud jumitéti delimitate de simbolul c.

Cele doud jumititi se afld pe banda bl, respectiv banda b2.

Initial:

bl:#abbabcb# R(1) NO) RtD R(1) 00) RC)

b2: #bcbabba#

Banda bl este parcursi de la stinga la dreapta, iar banda b2 de la dreapta la stanga.

in final:

bl:#abbabcb#

b2: #bcbabba# problema 1.3-34

Daci cele doud jumatiti sunt egale:

Initial S4 se construiascd masina Turing compusd care decide limbajul:

bl:#abbcabb# L={we {a,b}*|w= why

t2: #bbacbba#

in final: Solutie:

bl:#abbcabb# Initial banda de intrare contine #w#, iar in Ikul !" sau #N#, dupd cum w apartine sau nu

b2: #bbacbba# limbajului L. Se verifica egalitatea simbolilor de pe pozitii egale fatd de capetele sirului. Pe
madsurd ce se parcurge sirul caracterele se sterg si se inlocuiesc cu #.
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2 Lex - generator de analizoare lexicale

lex este un generator de analizoare lexicale prezent in orice versiune UNIX. Fatd de varianta
standard (anii 70 - '80) existd numeroase variante mai noi. Cea mai cunoscutd varianta se
numeste flex (Fast lexical analyzer generator) si face parte dintre instrumentele realizate de FSF
(Free Software Foundation) in cadrul proiectului GNU (GNU is Not UNIX). Spre deosebire de
lex pentru flex (ca si pentru alte programe din domeniu public) programul sursé este disponibil,
si in acelasi timp performantele exprimate in timp de executie si memorie ocupatd sunt mai
bune. Din acest motiv in cele ce urmeaza vom prezenta de fapt varianta flex.

lex poate si fie utilizat in programare si pentru alte aplicatii decét scrierea de compilatoare.
Astfel, ori de cate ori un program trebuie si identifice in fisierul de intrare siruri de caractere
avand o structurd de tip "atom lexical" (adici numere intregi sau reale in diferite formate,
cuvinte cheie, identificatori, caractere speciale, etc.) pentru care se executd actiuni speciale,
putem si folosim o functie generaté de lex.

Un generator de programe este de fapt un translator care realizeaza traducerea unui text care
reprezintd specificatiile programului ce trebuie generat (sursa) intr-un text scris intr-un limbaj
de programare (obiect). in cazul lex-ului generarea analizorului lexical utilizeazd si un cod fix
care reprezinta emulatorul automatului determinist corespunzator. Cu alte cuvinte algoritmul de
analizd propriu-zis. in cazul lex-ului acest cod este scris in C, si programele generate vor fi
programe C.

Formularea "execufia programului lex" se referd printr-un abuz de limbaj la executia
programului generat pe baza specificatiilor si nu la executia programului care realizeaza
traducerea.

Pentru a obtine un program executabil din textul generat de cétre lex, textul C generat trebuie
sd fie compilat (utilizind un compilator de C) obtindndu-se un modul obiect.

Specificatiile sursd pentru lex constau dintr-o descriere a unitétilor lexicale ce urmeazi si
fie recunoscute de citre programul generat. Pentru fiecare unitate lexicala se specifica eventual
si o actiune reprezentatd de o secventd de cod C care urmeazi si se execute la recunoasterea
unui sir ce corespunde formei generale. Dacd specificatia este corectd atunci se va genera un
fisier lex.yy.c (lexyy.c sub MS-DOS). in cadrai acestui fisier apare cel putin o functie numita
yylexO °*"° reprezintd de fapt analizorul lexical. Executia acesteia realizeazd cdutarea n sirul
de intrare a unui subsir care sd "se potriveascd” cu unul din modelele descrise in specificatii.
Daci un astfel de sir este gisit atunci se va executa actiunea asociatd modelului respectiv.

Pentru a intelege modul in care se utilizeazd programul lex trebuie sd precizim cateva
lucruri. Si anume, functionarea oricdrui analizor lexical are o parte fixd care nu depinde de
modelele de atomi lexicali cdutate in sirul de intrare. Algoritmul corespunzitor este de fapt
simularea unui automat finit determinist. Aceastd parte constituie scheletul analizorului lexical.
Acest schelet este un text scris in limbajul C. Partea care variaza de la un analizor lexical la
altul are de fapt doud componente si anume modelele de atomi lexicali cdutate in sirul de intrare
si actiunile pe care eventual analizorul lexical trebuie si le execute la identificarea unui sir care
se "potriveste” cu un model de atom lexical. Specificatiile lex contin descrierea pértii variabile.
Deoarece ce se genereazd in final este un text C, actiunile sunt descrise ca secvente de
instructiuni C. in aceste secvente pot sd apard orice instructiuni C inclusiv apeluri de functii.
Secventele respective vor "imbridca” scheletul partii fixe. Specificarea modelelor de atomi
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lexicali se face sub formd de expresii regulate. Pornind de la ele programul lex va genera
tabelele care descriu functia de tranzitie a automatului determinist corespunzator. Aceste tabele
reprezintd o parte din structurile de date pe care lucreazd "scheletul”. Utilizind "scheletul” si
secventele de instructiuni oferte de citre programator programul lex va genera un text care
reprezintd analizorul lexical. Programul lex "nu intelege” nici scheletul si nici actiunile
specificate de cétre programator, aceste elemente reprezintd numai siruri de caractere pe care lex
stie sd le combine. in mod corespunzitor cel care scrie specificatiile lex trebuie sd aibd in vedere
aspecte ca domeniul de valabilitate al variabilelor utilizate in programul generat. Si asta {inind
cont ca existd de fapt doua tipuri de variabile, variabile pe care le controleazd numai cel care
scrie specificatiile lex si pentru ele se face atit declararea cét si utilizarea in cadrul secventelor
specificate de cdtre programator si variabile care sunt declarate in cadrul scheletului (sunt
predefmite din punct de vedere al celui care scrie specificatiile). Declararea acestor variabile
apare in textul generat Tnainte de fnceputul functiei yylex() Referirea acestora se poate face atat
in secventele de cod care se executd asociat diferitelor modele de atomi (aceste secvente vor fi
interne functiei yylex()) cét i in functii care vor fi incluse in textul generat dupd textul functiei

yylex().

2.1 Expresiiregulate. Structura unei specificatii lex.

in cele ce urmeazd vom numi program lex (flex) textul ce confine descrierea unitdtilor
lexicale i a actiunilor corespunzitoare. Sd considerdm un exemplu foarte simplu pentru a oferi
o idee despre cum aratd specificatiile programele lex.
rcma 2-1

/* declaratii de variabile utilizate in
programul generat
*/

int numar_cifre = 0, numar_litere = 0;
%}

/* declaratii de macrodefinitii utilizate in specificarea regulilor */

cifra [0-9]
litera [A-Za-z]

{cifra} { numar__cifre++; }
{litera} { numdr litere++;}

main () {

yylex();

printf("\n numdr cifre = %i, numdr litere = %i\n",
numar_cifre, numar_litere) ;

Descriere; .
Programul numdra literele si cifrele care apar in fisierul de intrare.
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Nu este cel mai simplu program lex posibil. Contine insd majoritatea elementelor Unui
program lex. Se observa ci programul este format din trei sectiuni separate de caracterele %%.
Prima sectiune poate contine text de program C care va fi copiat nemodificat in textul
programului generat si macrodefinitii. Textul care se copiazd contine declaratiile de variabile si
functii ce vor fi utilizate in actiunile asociate sirurilor recunoscute. Acest text trebuie inclus
intre caracterele % si respectiv %} (fiecare apdrand pe un rand separat). Macrodefinitiile sunt
utilizate pentru a scrie mai compact descrierea modelelor de atomi lexicali. Pentru exemplul
considerat au fost definite doud nume cifra si litera. Primul nume are asociatd o descriere a unei
liste de caractere care contine numai cifre, in timp ce al doilea nume are asociatd o listd care
contine orice literd (mare sau micd).

Pentru caractere se considerd ordonarea lexicograficd obisnuitd. Conform acestei ordondri
cifrele sunt caractere care au valori intr-un interval in care '0' este cel mai mic iar '9' este cel mai
mare, literele mici sunt caractere care au valori mai mari decét literele mari, literele mari i
respectiv mici au valori in cite un interval astfel incat 'A’ este caracterul cu valoarea cea mai
mica dintre literele mari iar 'Z' este caracterul cu valoarea cea mai mare dintre literele mari, etc.
Corespunzitor definifia unei cifre este un caracter avand codul cuprins in intervalul inchis [0-9]
iar o litera este un caracter avand codul cuprins in unul dintre intervalele [A-Z] si respectiv fa-
zi, in programele lex utilizarea caracterelor este destul de rigidd. Astfel dacd definitia literei s-ar
fi facut sub forma:

litera [AZ a-z]

atunci si caracterul blanc ar fi fost considerat literd.

A doua sectiune contine specificarea modelelor si a prelucririlor asociate. Fiecare model este
scris pe o linie separatd incepand din prima coloand. Pe aceeasi linie separatd de un blanc sau un
caracter de tabulare este specificatd actiunea corespunzatoare.

A treia sectiune contine text C care va fi copiat in programul generat. De obicei aici apar
functiile referite in actiunile din sectiunea a doua si care referd variabile predefmite. Deoarece in
cazul nostru generdm un program care se va executa independent (adicd nu generdm o functie
care va fi referitd din alte module compilate) in sectiunea a treia este continut codul pentru
programul principal. in programul principal se apeleazd functia yylex() care va fi generatd
conform specificatiilor din a doua sectiune. in exemplul considerat executia functiei yylex() se
termind cind se ajunge la sfarsitul figierului de intrare.

in general dacd functiile apelate in cadrul actiunilor sunt semnificative ca dimensiuni este de
preferat ca acestea si apara in module de program compilate separat. in acest mod se simplificd
depanarea programului generat.

Pentru descrierea unitétilor lexicale ce urmeazd si fie recunoscute se utilizeazd expresii
regulate. in acest caz o expresie regulatd este interpretatd ca un sablon (model) care descrie o
multime de siruri. Un astfel de sablon poate si fie utilizat pentru clasificarea sirurilor de
caractere 1n siruri care corespund sau nu sablonului. Pentru lex se utilizeazd a doua interpretare
a expresiilor regulate. Adicd, programul generat va identifica intr-un sir de intrare subgirurile
care "se potrivesc” cu descrierile ficute in specificatii.

in notatia utilizatd de lex pentru reprezentarea expresiilor regulate se utilizeazd caracterele
obisnuite utilizate pentru limbajul C. O serie de caractere ca de exemplu: *, +, |, ? au
semnificatie speciald in scrierea expresiilor regulate. Aceste caractere se numesc rnetacaractere.
in afard de : *, +, I, ? se mai utilizeazi ca metacaractere:", \, {,},*, <, >, $, /, (, »** in tabelul 2.1

sunt continute constructiile lex in care se utilizeazd metacaractere.
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notatie Semnificatie
"sir" sirul de caractere sir; chiar dacd contine numai un metacaracter, de exemplu "™,

permite specificarea blancurilor si mctacaracterelor in expresii regulate (in mod normal
unblanc incheie sirul de caractere care descrie o expresie regulatd).

\x dacd "x" este unul din caracterele speciale din limbajul C ca de exemplu t sau n arunci
notatia reprezintd caracterul respectiv, altfe) notatia reprezintd caracterul "x" chiar dacd
este un metacaracter.

[lista] unul dintre caracterele din listd. Lista este formatd din caractere individuale sau din
intervale. De exemplu [ABC] reprezintd unul dintre caracterele A, B, C, iar [A-Za-z]
reprezintd orice literd. Dacd primul caracter din listd este | sau - aiunci el este tratat ca
atare (isi pierde semnificatia de metacaracter).

[“listi] orice caracter mai putin cele din listd. De exemplu [*0-9] inseamnd orice caracter, cu
exceptia cifrelor.

orice caracter mai putin caracterul linie noud (\n).

e un sir reprezentat de expresia regulatd € dar numai la inceput de linie.
e$ un sir reprezentat de expresia regulatd e dar numai la sfarsit de linie.
<y>e un sir reprezentat de expresia regulatd e dacd analizorul este in starea y (notiunea de
stare va fi explicata ulterior).
e/f un sir reprezentat de expresia regulatd e dacd urmeazd un gir reprezentat de

expresia regulata f. intr-o expresie regulatd poate sa apard o singura data aceasta
conditie (la sfarsitul expresiei).

e? un sir reprezentat de expresia regulata e sau girul vid.
e* 0,1,2,... aparitii ale unor siruri reprezentate de expresia regulati e.
et 1,2,3,... aparitii ale unor giruri reprezentate de expresia regulatd e.
e{m,n} intre m si n aparitii ale unor siruri reprezentate de expresia regulati e.
e{m,} cel putin m apariti i ale unor giruri reprezentate de expresia regulati e.
e{m} exact m aparitii ale unor siruri reprezentate de expresia regulatd e.
elf un sir de caractere provenind din expresia regulatd e sau din expresia regulatd f
) dacd x un caracter atunci are acelasi efect ca i includerea caracterului intre ghilimele.

Daci x este o expresie regulatd atunci notatia poate si fie utilizatd pentru schimbarea
prioritétii operatorilor utilizati.

XX} dacd xx este un nume definit in prima sectiune a unui program lex atunci notaia
reprezintd rezultatul substituirii numelui xx cu definitia asociata.
Tabelul 2-1

Mai existd o constructie speciali « EO F», care apare numai in Qex §i care reprezintd
conditia de sférsit de figier. Aceastd constructie nu poate sd intre in compunerea unei expresii
regulate. in Tabelul 2-1 au apdrut o serie de operatii care sunt utilizate pentru formarea
expresiilor regulate. Se pune problema care sunt regulile de precedentd pentru aceste operatii.
Din pécate aici apar diferente intre lex si flex. in general ordinea operatiilor este in ordine
descrescdtoare:

0

* 4P
concatenare

|
/
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De exemplu expresia:

[a-z][4-5]+/123+9 reprezintd sirul a444555555551233333339, dar nu reprezintd sirul
a444555555551231231239, deoarece interpretarea expresiei este: ([a-z]|([4-5]+))/(12(3+)9).
Pentru a ugura citirea textului programului si pentru a obtine programe portabile intre diferitele
variante de lex trebuie si se utilizeze paranteze pentru stabilirea ordinii de considerare a
operatorilor.

Din Tabelul 2-1 mai rezultd faptul cd semnificatia unui metacaracter poate s depindéd de
contextul in care acesta apare. Astfel, in expresia:

cele patru puncte care apar nu au toate aceeasi semnificatie. Primul i ultimul reprezintd un
caracter oarecare (diferit de linie noud, dar care poate insd si fie si un punct). Al doilea punct
indicd faptul cd pe a doua pozitie in sirul cdutat poate si apard si un punct. Al treilea caracter
precedat de metacaracterul \ indica faptul cd pe pozifia 3 trebuie sd apard un punct. Rezultd ci
atat sirul "al.x" cat si sirul”.... "se potrivesc” cu expresia regulata.

Dupéd cum am mai amintit un program lex este format din maxim 3 secfiuni separate de o
linie care contine caracterele %%. Structura generald pentru un program este :

secvente de cod care se copiazd in programul generat
tracrodefinitii

reguli
aa

secvente de cod care se copiazd in programul generat

impidrtirea secventei de cod care se copiazd in programul generat intre cele doud sectiuni se
face in asa fel incAt si se permitd definirea variabilelor inainte de utilizare. Astfel toate
variabilele definite de cdtre programator §i care urmeaza s fie referite in actiuni trebuie s fie
definite in prima sectiune. Dacd in functiile care sunt apelate din actiuni apar referiri la variabile
care vor fi definite in mod implicit in functia yylex (de exemplu variabilele yytext sau yyleng)
atunci aceste functii trebuie sd apard in a treia sectiune a programului. Existenta unor secvente
de cod este optionald. Secventele de cod care apar in prima sectiune sunt cuprinse intre
caracterele "%({" si respectiv "%}" continute fiecare pe cite o linie separati. Este foarte
important s se facd distinctia intre codul care este "inteles” si prelucrat de cétre lex si cel care
va fi infeles de cétre compilatorul de C. Astfel lex nu face nici o verificare asupra textului
cuprins intre caracterele %{ si respectiv %}. Abia cind se face compilarea programului generat
de citre lex se va face si verificarea acestor secvente.

Prima sectiune confine macrodefmitii utilizate pentru simplificarea scrierii modelelor. Forma
generald a unei macrodefinitii este:

nome expresie regulata

"

unde nume este un cuvant care incepe cu o literd sau caracterul”_" si continud cu litere, cifre
sau caractere "-", " "; expresieregulatd este construita pe baza regulilor din Tabelul 2-1.
Utilizarea unei macrodefinitii se poate face in orice expresie regulatd care apare ulterior prin

utilizarea numelui macrodefmitiei intre acolade.
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Deoarece notatiile utilizate in expresiile regulate sunt destul de greoaie, este indicatd
utilizarea unor macrodefinitii pentru a ugura citirea acestora. De exemplu se poate considera
pentru construirea expresiei regulate care reprezintd un numadr real secventa de macrodefinitii:

cifra [0-9]

semn [+-]?

IntregFaraSemn {cifra}+

Exponent ([Ee]{semn}{IntregFaraSemn})

Real ({semn}{IntregFaraSemn}\.{IntregFaraSemn}?{Exponent}?)

sau direct:
Real [+-]?[0-9]+\. (JO-9]+)?([Ee] [+-] ?[0-9]+) ?

Cele doud definitii sunt echivalente ca efect, dar prima solutie este mai ugor de urmarit.
Regulile au forma generala:

expresie regulatd actiune

Expresia regulatd este scrisd incepind din prima coloand a liniei pe care apare. Sfarsitul
expresiei regulate este reprezentat de un caracter delimitator: blanc, linie noud, un caracter de
tabulare, etc. Actiunea are forma unei instructiuni in limbajul C. Dacd pentru o actiune sunt
necesare mai multe instructiuni atunci ele vor fi grupate intre caracterele "{" §i "}". De fapt
pentru claritate si pentru evitarea unor efecte laterale neplicute este de preferat sd se incadreze
intotdeauna actiunile intre acolade. In orice caz actiunea trebuie si inceapd pe linia pe care este
scrisd expresia regulata.

Daci pentru mai multe expresii regulate corespunde o aceeasi actiune atunci se poate utiliza
o notatie de forma:

expresie_regulatdl ]
expresie_regulatd?2 |
e |

expresie_regulatdn actiune

Pentru toate cele n expresii regulate se va executa aceeasi actiune.

Dintre cele trei sectiuni este obligatorie numai sectiunea de reguli, care trebuie insad sd fie
precedatd de perechea de caractere "%%". Cel mai simplu text de specificatii contine numai
aceste caractere. in acest caz efectul functiei generate constd din tipdrirea sirului de intrare.

2.2 Elemente avansate

Pentru a intelege modul in care se utilizeazd programul lex trebuie sd precizdim céteva
lucruri. $i anume, functionarea oricdrui analizor lexical are o parte fixd care nu depinde de
modelele de atomi lexicali cdutate in sirul de intrare. Algoritmul corespunzitor este de fapt
simularea unui automat finit determinist. Aceasta parte constituie scheletul analizorului lexical.
Acest schelet este un text scris in limbajul C la care se adaugd o serie de variabile si structuri de
date. Partea care variazd de la un analizor lexical la altul are de fapt doud componente §i anume
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modelele de atomi lexicali cdutate in sirul de intrare si actiunile pe care eventual analizorul
lexical trebuie si le execute la identificarea unui sir care se "potriveste” cu un model de atom
lexical. Specificatiile lex contin descrierea pdrtii variabile. Deoarece ce se genereazd in final
este un text C, actiunile sunt descrise ca secvente de instructiuni C. in aceste secvente pot sd
apara orice instructiuni C inclusiv apeluri de functii. Secventele respective vor "imbrica”
scheletul partii fixe. Specificarea modeleelor de atomi lexicali se face sub formid de expresii
regulate. Pornind de la ele programul lex va genera tabelele care descriu functia de tranzitie a
automatului determinist corespunzator. Aceste tabele reprezinta o parte din structurile de date
pe care lucreazd "scheletul”. Utilizind "scheletul” si secventele de instructiuni oferite de cétre
programator, programul lex va genera un text care reprezintd analizorul lexical. Programul lex
"nu intelege” nici scheletul si nici actiunile specificate de citre programator, aceste elemente
reprezintd numai siruri de caractere pe care lex stie si le combine. in mod corespunzitor cel
care scrie specificatiile lex trebuie sd aibd in vedere aspecte ca domeniul de valabilitate al
variabilelor utilizate in programul generat, si asta tinind cont cd existd de fapt doud tipuri de
variabile, variabile pe care le controleazd numai cel care scrie specificatiile lex si pentru ele se
face atat declararea cét i utilizarea in cadrul secventelor specificate de cétre programator si
variabile care sunt declarate in cadrul scheletului (sunt predefinite din punct de vedere al celui
care scrie specificatiile). Declararea acestor variabile apare in textul generat inainte de inceputul
functiei yylexQ Referirea acestora se poate face atét in secventele de cod care se executd asociat
diferitelor modele de atomi (aceste secvente vor fi interne functiei yylex()) ct i in functii care
vor fi incluse in textul generat dupd textul functiei yylexQ-

2.2.1 Functionarea analizorului lexical generat de lex

Analizorul lexical generat este de fapt o functie yylex(). in executia acestei functii se
parcurge textul de intrare §i se cautd un subsir care incepe cu primul caracter §i "se potriveste”
cu o expresic regulatd specificatd in reguli. Dacd existd mai multe solutii se va lua in
considerare cel mai lung subsir care "se potriveste”. Pentru mai multe solutii avind aceeasi
lungime se considerd solutia care a fost gdsitd prima (in ordinea de parcurgere secventiald a
regulilor). in cazul expresiilor regulate care descriu §i contextul dreapta al sirului analizat (de
exemplu expresiile regulate care termind cu § sau care contin conditii de tip-/) in determinarea
lungimii "de potrivire"” participd §i contextul dreapta. De exemplu pentru expresiile:

"ab" {printf(" s-a recunoscut ab");}
"abc" {printf(" s-a recunoscut abc");}
"ab'V'cc" {printf(" s-a recunoscut ab urmat de ce");}

pentru sirul abec se va afisa textul:

s-a recunoscut ab urmat de ce

Variabila globald yytext este un pointer spre inceputul sirului care "s-a potrivit". Lungimea
sirului este memoratd in yyleng. Dupd ce se actualizeazd valorile variabilelor yytext si yylefig.
conform identificdrii unei expresii regulate se va executa actiunea asociatd expresiei, care poate
sd utilizeze variabilele yytext si yyleng.
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Dupa executia actiunii asociate unui subsir gasit se va continua parcurgerea sirului de intrare
incepand cu caracterul care urmeaza subgirului selectat. Dacd nu se gseste un subsir care s se
potriveascd cu o reguld se executd actiunea implicitd, adicd se va copia caracterul curent in
fisierul de iesire. Din acest motiv dacd acest efect nu este dorit trebuie sd se prevadd o ultima
reguld de forma:

[\n /* se potriveste cu orice caracter */

care va "Inghiti" orice caracter care nu "s-a potrivit". in continuare se va incerca gisirea unei
"potriviri" incepand cu urméitorul caracter, etc. A se vedea programele 2.2. - 2.4.

2.2.2 Stiri de start

Pentru toate exemplele considerate pana acum analizorul generat incearcd in ordine toate
regulile specificate pentru a determina cel mai lung subsir care "se potriveste” cu o reguld.
Uneori in functie de context anumite reguli trebuie sa fie ignorate. in acest scop intr-un program
lex se pot utiliza stari de start. Dacd nu se specifica altfel, analizorul este in starea 0 numita
simbolic INITTAL. Se pot declara si alte nume de stéri in prima sectiune sub forma:

hs numei nume,

sau

Yx nume,

in primul caz dacd o actiune este prefixatdi de <numep atunci actiunea respectivd se va
executa numai dacd starea curentd este nume;j. in acelasi caz toate actiunile care nu au nici un
prefix vor fi luate in considerare indiferent de starea curentd. A doua notatie nu este recunoscuta
de lex dar este recunoscutd de flex §i de alte variante ale programului lex. Dacd declararea
numelui stdrii s-a ficut cu x (starea nume; este denumitd in acest caz stare exclusiva) atunci
actiunile care nu au prefixul <numep nu vor fi executate dacd starea curentd este nume-j. Se
poate prefixa o reguld si cu o listd de stdri. in acest caz regula va fi consideratd dacd starea

curentd este una dintre starile din listd. Trecerea dintr-o stare in alta se face prin apelarea unei
macrodefinitii predefmite BEGIN. Forma de apel a acestei macrodefmitii este:

BEGIN(nume);

unde nume este numele stdrii in care trebuie sd treacd analizorul generat. A se vedea
programele 2.5. - 2.6.

Utilizarea stdrilor exclusive este de preferat celor obisnuite pentru cd mdresc claritatea
programului. Starile exclusive existd insd numai in flex. Pentru lex se poate obtine o comportare
de tip stare exclusivd utilizdnd o variabila din programul generat care va fi testatd inainte de
fiecare verificare.

72 72

limbaje formale si translatoare Seminar LFA

2.2.3 Macrodefinitii, functii si variabile predefinite

in cadrul actiunilor pot si apard orice instructiuni C valide, deoarece generatorul de
programe lex nu face nici o analizd a acestora. Existd insd citeva macrodefinitii lex predefmite
care pot sd apard in orice actiune. in discutia despre stdri am intalnit deja una dintre aceste
macrodefinitii (BEGIN). Mai exista alte doud macrodefinitii: ECHO si REJECT.

Efectul apelului macroinstructiunii ECHO constd din copierea valorii yytext la iegire. Cu alte
cuvinte, efectul acestei macroinstructiuni constd din copierea la iegire a subsirului pentru care se
executd actiunea.

Macroinstructiunea REJECT este utilizatd atunci cind se doreste modificarea algoritmului de
alegere a subsirului care "se potriveste”. Si anume s-a precizat cd dacd existd mai multe solufii
se alege cel mai lung subsir. in caz de egalitate, dicteazd ordinea in care au fost scrise expresiile
regulate. Daca se utilizeazd macroinstructivea REJECT se renuntd la cea mai bund solutie si se
considerd a doua. A se vedea programele 2.7. - 2.9.

Se recomandd insd sd se evite utilizarea macrodefmitiei REJECT deoarece reduce viteza
programului generat si in acelasi timp conduce la programe greu de citit.

in actiuni se pot utiliza si o serie de functii predefmite:

* yymoreO adaugd ca prefix la urmétorul sir care "se potriveste” sirul pentru care se
executd actiunea curentd (sirul indicat de yytext). Vezi programul 2.10.

* yyless(n) se renuntd la ultimele yyleng - n caractere din yytext care vor fi reutilizate
pentru formarea subsirului urmator. Vezi programul 2.11.

» unput(c) caracterul ¢ este "pus” in bufferul de intrare devenind urmatorul caracter de
intrare. Vezi programul 2.12.

* inputO citeste un caracter din sirul de intrare. Aceastd functie permite amestecarea
recunoasterilor de subsiruri facutd de cétre analizor cu cea facutd in cadrul actiunilor.
Vezi programul 2.13.

* yyterminate() - este de fapt o macroinstructiune care poate si fie redefinitd, reprezinta
o instructiune return. Ca efect se abandoneazd executia functiei yylex(), adicd se
produce o revenire fortatd din analizor. in mod implicit la intAlnirea sfarsitului de
fisier se produce executia acestei macroinstructiuni.

2.2.4 Fisiere de intrare multiple

in toate exemplele considerate pAnd acum figierul de intrare a fost considerat in mod implicit
fisierul standard de intrare. Dar, pentru situatiile reale, fisierul de intrare este un figier disc. Din
acest motiv este necesar un mecanism de specificare a figierului pe care analizorul generat il va
prelucra. Variabila yyin contine intotdeauna numele fisierului din care se citeste textul prelucrat
de catre analizorul generat. Vezi programul 2.14.

Tratarea figierelor multiple depinde de modul in care acestea sunt utilizate in timp. Evident
existd doud situatii. in prima situatie este vorba de o inldntuire de fisiere (adicd dupd ce este
tratat un figier se trece la al doilea apoi la al treilea etc. in orice caz nu este necesard o revenire
la un figier anterior). in a doua situatie trecerea la un nou fisier se face inainte de a se termina
prelucrarea figierului curent. La terminarea prelucrdrii unui figier se face revenirea la figierul

73



limbaje formale si translatoare Seminar LFA

anterior (ca de exemplu daca se trateaza directiva #include).

Sa considerdm situatia in care se face o inldnfuire a figierelor. In acest caz ceea mai buna
solutie este utilizarea functiei yywrap. Aceastd functie este apelatd in mod automat de citre
analizorul generat in momentul in care se detecteazi un sfarsit de figier. Dacd rezultatul apelului
functiei este unu inseamnd cd nu existd un alt fisier de tratat si execufia functiei yylex s-a
terminat. Dacd rezultatul apelului functiei este zero inseamnd cd prelucrarea nu s-a terminat. in
acest ultim caz functia yywrap realizeazd §i comutarea yyin pe noul fisier de intrare. Vezi
programul 2.15.

2.3 Exemple comentate

1:111:1 2-2
blanc [ \t]+

{blanc} { printf (" "

)it
{blanc}$ { printf("#"

") ;/* ignord blancurile de la sfarsit */ }

main()
{ yylex();}

Descriere; ~
Programul inlocuieste secventele de blancuri i caractere de tabulare ("\t") cu cate un singur
blanc. De asemenea sterge blancurile de la sfarsitul liniilor inlocuindu-le cu un caracter #.
Adicd pentru un figier de intrare de forma:
a bc

a bd

se va obtine un figier de iesire de forma:

abc#
abd# e

Comentarii:
Se observd cd o secventd de blancuri aflatd la sfarsitul unei linii satisface ambele reguli, dar
este luatd in considerare cea de a doua reguld care se potriveste subsirului mai lung (cel care
contine si caracterul linie noud, care nu este insd luat in considerare).

sterge
‘alfa” { printf("beta"); }
gama { printf ("delta"); }
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itiain() {

yylex();

Descriere:
Sterge aparitiile girului de caractere "sterge” din text si inlocuieste sirul "alfa" cu "beta”,
respectiv "gama” cu "delta". Dacd se utilizeaza un figier de intrare de forma:

alfa sterge alfa
alfa beta gama delta

Se va obtine un fisier de iesire de forma:

beta beta
beta beta delta delta

Comentarii: , ' . " . e R
in program se utilizeazi cele doud forme echivalente de reprezentare a sirurilor de caractere.
Sa considerdm si o modificare a programului anterior:

sterge ;
"alfa"+ printf ('beta");
gama+ printf{'delta");
9-2
main () {

yylex ();
} 1

De data aceasta dacd vom executa programul generat asupra fisierului de intrare:

alfaalfa sterge alfaaaaaaaaaaaaaaaa
gamagama Sterge gamaaaaaaaaaaaaaaaa

Se va obtine figierul de iesire:

beta betaaaaaaaaaaaaaaaa
deltadelta delta

Se observd cd operatorul "+" se aplicd in primul caz asupra intregului sir ("alfa"+) respectiv
asupra ultimului caracter, in al doilea caz (gama-+).

Actiunile asociate expresiilor regulate pot sd contind instructiuni de forma return expresie. In
cazul in care se produce o "potrivire" intre un sir de caractere i un astfel de model executia
functiei yylex se termind §i se "intoarce” valoarea expresiei. in cazul in care nu se executd o
astfel de instructiune se continud parcurgerea sirului de intrare pand cind acesta se termina.
Sa considerdm tema 2-4. pentru care fiecare actiune se incheie cu o instructiune return...
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/* declaratii de inacrodefinitii utilizate iIn specificarea
regulilor
*/

cifra [0-9]

semn [+-]7?

IntregFaraSemn {cifra}+

Exponent ([Ee] {semn}{IntregFaraSemn})

Real ({semn}{IntregFaraSemn}\.{IntregFaraSemn}?{Exponent}?)

{Real} { printf("real\n"); return yyleng;}
{IntregFaraSemn} { printf ("intreg\n"); ; return yyleng;}
. { return -1; }

\n { return -2; }

%6

main () {

printf("lungime = %i\n", yylex());

Descriere:
Executand programul generat asupra sirului de intrare:
123.56
Se va obtine fisierul de iesire:

real
lungime = 6

Comentarii:
in programul 2.4 sunt tratate toate cazurile. Adicd dacd primul caracter care apare in fisierul
de intrare nu reprezintd un inceput de numdr intreg sau real atunci analiza se opreste cu
rezultat -1iar pentru caracterul linie noua rezultatul este -2.

#ina 25

char * a;

int numar_aparitii = 0, numar_cifre = 0;
%}

litera [A-Za-z]
cifra [0-9]

%s URMATOR
%
<INITIAL>{litera}+ { a =malloc(yyleng) ;
strcpy (a, yytext) ;

numar_aparitii = 1;

BEGIN (URMATOR);

oe
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<OKMATOR>{litera}+ { if ( !strcmp(a, yytext))
numdr aparitii++;

{cifra} {numar cifre++;}

main() {
vylex() ;
printf (,primul cuvant %s apare de $%i ori\n au fost %i cifre",
a, numdr aparitii, numdr cifre);
free(a);

Descriere:
Programul numdra aparitiile primului cuvant (sir care contine numai litere) dintr-un text in
textul care urmeazd. De asemenea, programul contorizeaza §i cifrele care apar in text.

Comentarii:
A fost declarati o stare numitdi URMATOR TIVIVIWI in jLvi
executia macroinstructiunii:
BEGIN (URMATOR) ;

si.iiv ¢"iv comandata prin

apelatd pentru actiunea corespunzdtoare gasirii primului cuvant. Dacd se executd analizorul
generat asupra fisierului de intrare: .-

123% % &456 abbb bribnbnb abb nbnbnb abbb nbnbnbn abbbbbbbbbb

789 abbb hjhjhjihjh abb

se va obtine fisierul de iesire:
primul cuvant abbb apare de 3 ori
au fost 9 cifre

Daci programul se schimba prin declararea stirii URMATOR ca stare exclusivi executia
programului generat pentru acelasi fisier de intrare va produce:
789

primul cuvant abbb apare de 3 ori
au fost 6 cifre

Cifrele nu au fost luate in considerare decit atita timp céit starea curentd a fost starea
INITIAL.

ti 111 2-(i

x COMENTARIU

{

int NumarLinieComentariu = 0;
int NumarLinieProgram = 0;
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o/*" { BEGIN(COMENTARIU); ++NumarLinieComentariu; }

<CXMENTARIU>[**\n]* /* se ignora orice nu este ,*'sau \n */
<CCMENTARIU>"*'"'+P*An]* {/* se ignora orice * care nu este
urmat de ,/' sau linie noua */ }

<CCMENTARIU>\n ++NumarLinieComentariu;
<CCMENTARIU>" *"+" /" BEGIN (INITIAL) ;
\n ++NumarLinieProgram;

main{) {

yylex();

printf(,au fost %i 1linii de comentariu \n",
NumarLinieComentariu) ;

printf(,au fost %i 1linii de program\n", NumarLinieProgram) ;

Beseriere:
Programul generat numdrd liniile ce confin comentarii respectiv text ,,obisnuit"
program. Comentariile incep si se termind cu caracterele ,,/*" respectiv ,,*/".

N

Intr-un

Comentarii: ~

La inceputul comentariului si la sfarsitul sdu se face comutarea intre stdrile INITIAL si
COMENTARIU. in starea COMENTARIU se ignord orice caracter mai putin caracterele ,,*"
si respectiv ,,\n". Pentru caracterul ,,*" se verifici ce caracter urmeazi. Se ignord sirurile de
caractere ,,*" care nu sunt urmate de ,,/" sau de ,,\n". Cazul in care urmeaza caracterul ,,/"
corespunde sfarsitului de comentariu, caracterele ,,\n" sunt tratate separat.. Pentru caracterele
L\n" se face incrementarea numarului de linii din comentariu. Se observa cd o linie este
contorizata fie ca linie program fie ca linie comentariu dupa cum caracterul \n a fost intalnit
in starea INITIAL sau in starea URMATOR. Dacii comentariul este inclus intr-o linie care
contine si text de program dupd el atunci linia respectivd va fi contorizatd atit ca linie
program cét si ca linie comentariu.

oe
o°

,acesta" 1

sacesta este" T

,acesta este un" !

,acesta este un test" |

,acesta este un test ciudat" { ECHO; REJECT;}
/* sg ignord ce nu se potriveste */

main () {

yylex 0 r
}
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Descriere: . .

9
Dacéd se executd programul generat pentru programul asupra unui fisier de intrare care
contine textul:

acesta este un test ciudat

se va obtine textul:
acesta este un test ciudatacesta este un testacesta este unacesta esteacesta

C&mmKarik

Se observa cd intai s-a "potrivit" cel mai lung subsir pentru care s-a executat actiunea ECHO
care l-a tipdrit apoi s-a executat actiunea REJECT prin care s-a renuntat la solutia respectiva.
Se va considera urmétorul subsir (mai scurt). Si pentru acesta se executd actiunea { ECHO;
REJECT} deci se va face afisarea, etc. Macrodefinitia REJECT este utild dacd pentru un
acelasi sir trebuie sd se execute doud actiuni diferite. De exemplu in programul 2.8. se
recunosc citeva cuvinte cheie, dar in acelagi timp se face §i contorizarea tuturor cuvintelor
care apar 1n text (inclusiv cuvintele cheie).

tenia 2-8

int NumarCuvinte = 0;

cuvant [A-Za-z] [A-Za-z0-9] *
%%
bun |
rau |
urit
frumos { ECHO; printft" este adjectiv\n"); REJECT;}
maninca |
doarme I
scrie T ' L.
citeste { ECHO; printff" este verb\n"); REJECT;}
{cuvant} { NumarCuvinte++;}
/* ignorad orice altceva */

main () {

yylex();

printf("\n au fost %i cuvinte\n", NumarCuvinte);
}

o Descriere: . - o ' - e
Dacéd se executd programul generat pentru programul asupra unui figier de intrare care
contine textul:

s
aaa

bun

Se va obtine textul:

bun este adjectiv

au fost 2 cuvinte
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Comentarii:
Subsirul "aaa" se potriveste cu a treia regula, deci el este numdrat. Pentru subsirul "bun",
acesta se potriveste cu prima regula, deci se afiseazi mesajul corespunzitor §i se executd !
macrodefmitia REJECT, adicd se renuntd la potrivirea gisitd. Urmdtoarea potrivire aleasd
este regula a treia in care se numara cuvintele. Deci in final numaérul de cuvinte este 2.

int NumarCuvinte = 0;
& .
cuvint [A-Za-z][A-Za-zO-9]*
%%
{cuvint} { NumarCuvinte++; REJECT;}
bun I
rau I
urit T
frumos {
ECHO;
printfC este adjectiv\n") ;
}
maninca T
doarme I
scrie |
citeste { ECHO; printff" este verb\n");}
/* ignora orice altceva */

oe
oe

main (){
vylex();
printf ("\nau fost %i cuvinte\n", NumarCuvinte) ;
Deseriere:

Sd presupunem cd schimbdm ordinea regulilor i pozitia macroinstructiunii REJECT din 2.
ca in programul curent. Pentru acelasi text de intrare ca in tema 2-8:

aaa
bun

se va obtine un text de iesire ca:
bun este adjectiv

au fost 7 cuvinte

’ ’ " v " "

Comentarii: ' .. . » e V. o ® S, -
Riéspunsul pare ciudat, dar ceea ce se intdmpld de fapt este cd intdi subsirul "aaa" se
potriveste cu prima reguld, deci el este numdrat, apoi se renuntd la aceastd solutie i se cautd
! altd "potrivire". Se va gdsi o potrivire pentru un sir mai scurt "aa", deci si acest cuvant se
* numdrd. lar se renuntd, urmeazi o potrivire cu subsirul "a", deci contorul ajunge la 3. in acest
-'. caz cu prima reguld nu mai existd nici o potrivire, nici cu a doua, dar a treia reguld reugeste
I sd "inghita" un "a". Se continud de la al doilea caracter "a". La terminarea parcurgerii
; subsirului "aaa" contorul este 6. in cazul subsirului "bun" dupd ce prima reguld a executat

macrodefimtia

80 . 80

limbaje formale si translatoare Seminar LFA
REJECT se va incerca cu altd variantd si aceasta este potrivirea cu a doua reguld pentru care
se considerd aceeasi lungime. Aceastd reguld "inghite” subsirul "bun" care deci este numérat
o singura data.

tema 2-10

%S DUPA

Cuvant [A-Za-z]*

CuvintSpecial {Cuvant}"$"

CuvintObisnuit {Cuvant}[\t \n]+

%o

<INITIAL>{CuvintSpecial} { BEGIN(DUPA); putchar('(');}
<INITIAL>{CuvintObisnuit} /* se ignora */
<DUPA>{CuvintObisnuit} { yymoreO;}
<DUPA>{CuvintSpecial} { yytext[yyleng -1] = ")";

ECHO; BEGIN(INITIAL);

main(){
yylex();

Descriere:
Programul generat extrage sirurile de caractere cuprinse intre caractere "$" din sirul de intrare
si le copiazd la iesire intre paranteze simple. Astfel pentru sirul:
a$a b$c
a $a b$c
aa$ a b$c
aa$ a b $c
aa$ ab $ ¢

se va obtine:
(ab)y@b)(ab)(ab)(ab)

Comentarii:
Solutia din program nu este unicd, nici mdcar nu este cea mai simpld, dar intelegerea ei
reprezintd un bun exercitiu.

Unu 2-11

%s DUPA

Cuvant [A-Za-z]*

CuvintSpecial {Cuvant}"s"
CuvintObisnuit {Cuvant} [\t \n]+
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<INITIAL>"S$" { BEGIN(DUPA); putchar ('('); }

<INITIAL>{CuvintObisnuit} /* se ignora ce a mai rainas */
<INITIAL>{CuvintSpecial} { yyless(yyleng - 1); }

<DUPA>"$" { BEGIN (INITIAL) ;
yytext[yyleng -1] =') ' ;
ECHO;

}
<DUPA>{CuvintObisnuit} { yymore(); }

%%
main(){

yylex() ;

Descriere:
O solutie mai complicatd cu efect similar cu 2.10.

Comentarii:
Se foloseste in acest caz functia yyless pentru a extrage caracterul "$

Cuvant ([a-zA-Z][a-zA-Z0-9]%*)
CuvintSpecial (\ ({Cuvant}\))

{Cuvant} { !
int i . .
printf ("1l leng = %1, text = %$s\n", yyleng,
yytext) ;

unput (')"');

for (i = yyleng - 1; 1 >=0; —1)

unput (yytext[i]);
unput (' (') ; Coe . .
printf ("2 leng = %1, text = %s\n", yyleng, yytext);

1

{CuvintSpecial}
\ (\) ECHO;

main () {
vylex(); .

Descriere:
Daca se executd pentru sirul de intrare
abcde
se va obtine:

1 leng = 5, text = abcde
2 leng = -1, text = abcd)

(abcd)
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Seminar LFA

Se observd cd subsirul recunoscut abcde a fost "prelungit” dar numai la un capdt, primul

caracter care este "dat inapoi” (")") inlocuieste ultimul caracter din subgir

yyless(yyleng -1) este echivalent cu unput(yytext|yyleng - 1]).

"n_n

e .

Apelul

w/kno £ oint c;

for(;;){

while((c = inputO) != '*' && c ! = EOF)

; /* se lgnora ce nu poate sa fie sfarsit */
if (c = '*") {
while ((c = inputO) = '*'")

if (= '/") |

break; /* s-a gasit sfarsit */
printf (" a fost comentariu\n") ;

if (c = EOF) {
printf (" comentariu neterminat \n");
break;

Descriere:

Un exemplu de utilizare al funcfiei input() in tratarea comentariilor cuprinse intre

caractere duble cum sunt cele din limbajul C.

3{

#define LT 0

#define LE 1

#define EQ 2

#define NE 3

#define GT 4

& #define GE 5
#define IF 10

1

#define  THEN 1
#define ELSE 12
ttdefine ID 13
#define  NUMAR 14
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#define  OPREL 15
#define ATRIB 16

int yyval;
char x[30]; /* tabela de simboli ( o intrare) */

/* macroinstructiuni */

DELIMITATOR [ \t\n]

BLANC {DELIMITATOR}+

litera [A-Za-z]

ifra [0-9]

id {litera} ({litera}l{cifra})*

numar {cifra}+(\.{cifra}+)?(E[+-]?{cifra}+)?
{BLANC} { /* nici o actiune */}

if { printf (" IF"); }

then { printf (" THEN"); }

else { printf(" ELSE"); }

{id} { yyval = TratareldO;

printf("%i, %1i", yyval,ID);

{numar} { yyval = TratareNumar();
printf("%i, %$i", yyval,NUMAR);

{ yyval = LT; printf("$%

{ yyval = LE; printf(" %1, )
{ yyval = EQ; printf ("1 i yyval,OPREL) ;
)

%3 yyval,OPREL) ;
non "{ yyval = NE; printf (" , % yyval,OPREL
1
1

J yyval,OPREL

1

%1 ;
{ yyval = GT; printf(" %1, yyval, OPREL

{ yyval = GE; printf (" %i

{ yyval = ATRIB; printf (" %i

}
}
}
)i}
i yyval,OPREL) ;}
, ", yyval, ATRI
int TratareNumar (void) {

printf ("\n numdr");
return 1;

main( int argc, char **argv ) {
++argv, —argc;
if ( argc > 0 )

yyin = fopen( argv([0], "r" );
else

yyin = stdin;
vylex ();
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Descriere:
Programul reprezintd specificatiile flex pentru un subset al limbajului Pascal. Analizorul va
recunoagte identificatori si numere, pentru care va apela functii corespunzitoare i o parte din
operatorii §i cuvintele cheie care pot sd apard intr-un program Pascal.

Comentarii:

Functia TratareNumar ar fi putut si fie inclusd si in prima sectiune de program deoarece
nu referd variabile ce nu au fost incd definite. in schimb functia Tratareld utilizeazd
variabilele yytext si yyleng, deci nu poate si apard decit in a treia sectiune de program.
Programul principal este mai complicat fatd de variantele anterioare si anume, inainte de
apelul functiei yylex se va stabili valoarea variabilei yyin care poate s fie stdin sau un nume
specificat de utilizator.

linia 2-15

fundef yywrap
int NumarCaractere = 0, NumarCuvinte = 0, NumarLinii= 0;

BLANC [ \t]
NOBLANC  [* \t\n]

{NOBLANC } +NumarCaractere += yyleng; ++NumarCuvinte;
{BLANCJ+ NumarCaractere += yyleng;

\n ++NumarLinii; ++NumarCaractere;

«EOF» yyterminate () ;

char **ListaFisiere;
unsigned int FisierCurent = 0;
unsigned int NumarFisiere;

main{ int argc, char **argv ) {
FILE *fisier; ListaFisiere = argv + 1;
NumarFisiere = argc -1;
if (argc > 1) {
FisierCurent = 0;
fisier = fopen(ListaFisiere[FisierCurent], "r") ;
if (!fisier)({
printf("!!lerocare!!!");
exit (1) ;
}
yyin = fisgier;
vylex () ;
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/* Noua definitie yywrap */

yywrap () {
FILE *fisier;
fisier = 0;
fclose(yyin);
printf ("\nFisier $s", ListaFisiere[FisierCurent++]);
printf ("\nNumar caractere = %$8d", NumarCaractere) ;
printf ("\nNumar cuvinte = %8d", NumarCuvinte) ;

printf ("\nNumar linii = %8d", NumarLinii);
NumarCaractere = 0;
NumarCuvinte = 0;

NumarLinii = 0;
if . (FisierCurent > NumdrFisiere) return 1;

fisier = fopen(ListaFisiere[FisierCurent], "r") ;
if (ifisier)({

printf("!!! eroarel!!");

exit (1) ;

}
yyin = fisier;
return(fisier 2 0:1);

Descriere:

Programul calculeazd numérul de caractere, cuvinte i linii continute intr-o listd de fisiere
transmise prin linia de comanda prin care este apelat programul generat. in programul
principal se face deschiderea primului fisier. La fiecare apel al functiei yywrap se va face
inchiderea figierului precedent, afisarea rezultatelor obtinute pentru acesta si deschiderea
fisierului urmétor. Dupd fiecare deschidere de fisier variabila globald yyin este pozitionatd pe
indicatorul fisierului deschis. in momentul in care s-a ajuns la sfarsitul listei functia yywrap
va avea rezultatul 1 si execufia functiei yylex se termind.

Comentarii:

Se observa ca a fost necesard utilizarea directivei:
‘#undef yywrap ‘

pentru a se putea defmii o noud functie yywrapO deoarece existi o macrodefinitie yywrap
definita ca:
‘#deﬁne yywrap () 1 ‘
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3 Teme pentru acasd

tema 3-1

Sase scrie gramaticile ce genereaza limbajele:
L={ (ab)"a'b'c"|n>=0, i,j, k> 0}

L~ { a'(ab)"b'c"|i>=0,n,j,k>0}

L={ aVcVb)"|j >=0,n, i, k> 0}

L={ ab'(ab)’c*|k>=0,n,j,i> 0}

L={ we {a, b} #(w) par si #b(w) impar}
L={ we {a,b}* #(w) par si #b(w) par}

L™ {we {a,b}* # (w) impar si # (w) par}
L-{ wg fa b}* # (w) impar si #b(w) impar}

L={we {ap} VN contine sirul baab }
L {we {a,b) VN contine sirul abba}
L={we {a,py WU contine sirul bbaa }

we 1 bg* w nu contine sirul abbb }

\ Sa se demonstreze folosind lema de pompare ca urmatorul limbaj nu este independent de
context:
i}
: L= {a'b'c"[i>j >k}
iL={a'b'c'j0<=i<=j<=k}
~L={a'b'c"i,j,k>=0,i!=j,i!=k,j!=k}

Pentru urmatoarele gramatici sa se elimine recursivitatea stangd. in gramaticile rezultate sa se
elimine X productiile, dupd care si se elimine simbolii nefinalizai si inaccesibili.

G=({S, A, B}, {a, b}, P, S) unde P este:
S ->Ba|Ab

A -»Sa|Aab|a
B->SbIBba|b
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G=({S, A, B, C}, {a, b}, P, S) unde P este: G =({S, A, B}, {a, b}, P, S) unde P este
S-»A|B S->A

A ->Ba]| Sb|b A ->DbS|b

B -» AB | Ba C*"AS b

C->AS|b

G=({S, A, B, C}, {a, b}, P, S) unde P este:

S -~ AB|AC

B>+ Bb|b temu 3-5

C->Ac|BC

A->alC Pentru expresile regulate:
(alb)*ab(alb)*

G=({S, A, B, C}, {a, b}, P, S) unde P este: (ajb)*ab*(alb)

S -» AB | AC (ajb)* a (ab) b*

A->Sala (ab)+ ab*

B > BC| AB u - | O

C->aBlb Sd se construiascd automatele finit nedeterminist i determinist si sd se minimizeze stérile.
Sa se facd si constructia directd pornind de la expresia regulatd la automatul finit determinist.

Km.i t-4 Uina 3-6

o L .. . .. N I Sa se construiasca automatele cu stiva care acceptad limbajele generate de gramaticile:
: Pentru urmétoarele gramatici, si se elimine simbolii nefinalizati si inaccesibili.

1 G=({S,A, B}, {a b}, P, S) unde P este &= (5 A, Bl fa, bj, B, 5)unde Peste

S -* S8 | Aaa ii ZIT JilS)/TbAA
A=+ aAB|aS[b B ->b|bS | aBB
B->bB
G = ({S, A}, {a, b}, P, S) unde P este
G =({S, A, B, C}, {a, b}, P, S) unde P este S->aAA
S ~ AB|CA A ->aS |bS|a
A-»a
B -> BC | AB G =({S, A, B, C}, {a, b}, P, S) unde P este
C->aB b S->ABC
A-»BB|X
_ B->CC]la
G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S) unde P este C-»AATD

S->alA
A->AB
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u-niii "-"

S se construiascd maginile Turing compuse care decide limbajele:
L= {we {a, b}*|# (W) parsi # (w) impar}

L={we {a, b}*| #,(w) par si #b(w) par}

L={w€{a b} * | #(w) impar si #,w) par}

L={w e {a b}* j #(w) impar s #,(w) impar}

Seminar LFA
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