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1 Rezolvat, i exercit, iile:

1. Ce relat, ii de ordine există ı̂ntre algoritmii A ∈ O(n), B ∈ o(n2), C ∈
ω(n) s, i D ∈ Θ(n2)?
R. Explicitând complexităt, ile algoritmilor s, i notând cu TA, TB, TC s, i
TD timpii de execut, ie ai acestora:

∃ cA, n0 > 0 astfel ı̂ncât ∀n ≥ n0, TA ≤ cAn
∀ cB > 0,∃n0 > 0 astfel ı̂ncât ∀n ≥ n0, TB ≤ cBn

2

∀ cC > 0, ∃n0 > 0 astfel ı̂ncât ∀n ≥ n0, TC ≥ cCn
∃ cD1, cD2, n0 > 0 astfel ı̂ncât ∀n ≥ n0, cD1n

2 ≤ TD ≤ cD2n
2

Deci, algoritmul A are complexitate cel mult liniară, B are complexi-
tate strict subpătratică, C strict supraliniară s, i D pătratică. Astfel, cu
sigurant, ă:

TA < TC , TB < TD s, i TA < TD

Complexităt, ile algoritmilor B s, i C (respectiv D s, i C) nu pot fi comparte
exact. Subpătratic poate ı̂nsemna s, i liniar, e clar că n ∈ o(n2); similar,
supraliniar poate ı̂nsemna pătratic, n2 ∈ ω(n) ⇒ TC > TB. De altfel
s, i n3 ∈ ω(n), deci algoritmul C ar putea avea chiar o complexitate
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mai mare decât D; la fel cum s-ar putea ca TC ∈ Θ(n log2 n) s, i TB ∈
Θ(n log2 n), caz ı̂n care TC < TB < TD.

2. Găsit, i răspunsul s, i justificat, i egalitatea: Ω(f(n)) + o(f(n)) = ...(f(n)).
R. Fie g(n) ∈ Ω(f(n)) s, i h(n) ∈ o(f(n)). Atunci, ∃ c, n0 > 0 astfel
ı̂ncât ∀n ≥ n0, g(n) ≥ cf(n) s, i ∀d > 0, ∃n1 > 0 astfel ı̂ncât ∀n ≥
n1, h(n) ≤ df(n). Trebuie deci aflat unde se află g(n) + h(n). Folosind

forma asimptotică, limn→∞
g(n)
f(n)
≥ c s, i limn→∞

h(n)
f(n)

= 0. Atunci, folo-

sind liniaritatea operat, iei de trecere la limită rezultă că limn→∞
g(n)+h(n)

f(n)
≥

c. Rezultă deci că g(n) + h(n) ∈ Ω(f(n)), sau Ω(f(n)) + o(f(n)) =
Ω(f(n)).

2 Pentru fiecare dintre afirmat, iile de mai jos, scriet, i valoarea de adevăr s, i
justificat, i-o:

1. f(n) = Θ(n) s, i g(n) = Ω(n)⇒ f(n)g(n) = Ω(n2):
R. f(n) ∈ Θ(n) ⇒ f(n) ∈ Ω(n) ⇒ ∃ c, nf > 0 : f(n) ≥ cn, ∀n ≥ nf .
Analog, ∃ d, ng > 0 : g(n) ≥ dn, ∀n ≥ ng. Deoarece f(n) s, i g(n) sunt
funct, ii pozitive s, i crescătoare, f(n)g(n) ≥ (cn)(dn), ∀n ≥ max(nf , ng).
Deci, f(n)g(n) ≥ en2, ∀n ≥ nfg, unde e = cd, nfg = max(nf , ng) ⇒
f(n)g(n) ∈ Ω(n2). adevărat.

2. f(n) = Θ(1)⇒ nf(n) = O(n):
R. f(n) ∈ Θ(1) ⇒ f(n) ∈ O(n) ⇒ ∃ c, n0 > 0 : f(n) ≤ c, ∀n ≥ n0.
Deoarece pentru a < b, limx→∞

xa

xb = limx→∞ x
a−b = 1

∞ = 0, rezultă că

asimptotic nf(n) ≤ nc. Ceea ce ı̂nseamnă că nf(n) /∈ O(n) pentru c > 1.
fals.

3. f(n) = Ω(n) s, i g(n) = O(n2)⇒ f(n)
g(n)

= O(n) :

R. Fie c, nf constantele pentru care f(n) ≥ cn, ∀n ≥ nf s, i d, cg con-
stantele pentru care g(n) ≤ dn2, ∀n ≥ ng. Atunci, 1

g(n)
≥ 1

dn2 s, i deci
f(n)
g(n)
≥ c

dn
⇒ f(n)

g(n)
∈ Ω(n). Deoarece s, i funct, ii din O(n) 3 n ≥ k 1

n
pen-

tru un k fixat s, i de la un n0, nu se poate trage nicio concluzie despre
apartenent,a lui f(n)

g(n)
la O(n). fals.

4. f(n) = O(n2) s, i g(n) = O(n)⇒ f(g(n)) = O(n3):
R. f(n) ≤ cn2 s, i g(n) ≤ dn⇒ f(g(n)) ≤ f(dn) ≤ c(dn)2 = (cd2)n2 ⇒
f(g(n)) ∈ O(n2) ⊂ O(n3). De fapt, la fel de adevărat este că s, i
f(n), g(n) ∈ O(n3). adevărat.
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5. f(n) = O(log n)⇒ 2f(n) = O(n):
R. Există un c > 0 fixat astfel ı̂ncât f(n) ≤ c log n pentru n ≥
n0. Atunci, cum funct, ia exponent, ială este strict crescătoare, 2f(n) ≤
2c logn = 2lognc

= nc. Deci, doar pentru c ≤ 1, 2f(n) ∈ O(n). fals.

6. f(n) = Ω(n)⇒ 2f(n) = Ω(n):
R. f(n) ≥ cn ⇒ 2f(n) ≥ 2cn. Deoarece asimptotic, 2cn → ∞, ∀c > 0
iar cres,terea este exponent, ială, 2f(n) ≥ dn, pentru un d fixat, dn având
o cres,tere liniară. Deci, 2f(n) ∈ Ω(f(n)) (chiar ı̂n ω(n)). adevărat.

3 Fie n comutatoare corespunzând unor n becuri, (1..n), init, ial toate stinse.
Se aplică următorii n pas, i: la pasul k se modifică starea comutatoarelor din
k ı̂n k ı̂ncepând cu primul (1 ≤ k ≤ n). Câte becuri rămân aprinse?

1. Scriet, i un algoritm iterativ ı̂n pseudocod care simulează cei n pas, i
descris, i anetrior s, i determinat, i complexitatea sa.
R. B va fi vectorul de becuri, ı̂n care 0 codifică starea stins iar 1 codifică
starea aprins :

for i = 1→ n do
B[i] = 0

end for
for k = 1→ n do

5: i = 1
while i ≤ n do
B[i] = (B[i] + 1)%2
i = i+ k

end while
10: end for

sum = 0
for i = 1→ n do
sum = sum+B[i]

end for
15: return sum

Admit, ând ca operat, ii elementare atribuirile ı̂n B[i], ı̂n prima bulcă for
se fac n operat, ii, ca s, i ı̂n ultima ı̂n care se calculează suma, iar ı̂n
interiorul buclei for care chiar simulează algoritmul se fac la fiecare pas
n
k
, k = 1→ n operat, ii.
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Astfel, T (n) = 2n+
∑n

k=1
n
k

= 2n+n
∑n

k=1
1
k
. Să notăm g(n) =

∑n
k=1

1
k
.

Plecând de la inegalitatea:

1

k + 1
≤
∫ k+1

k

1

x
dx ≤ 1

k

s, i ı̂nsumând pentru k = 1→ n, rezultă:

n∑
k=1

1

k + 1
≤

n∑
k=1

∫ k+1

k

1

x
dx ≤

n∑
k=1

1

k
⇔

n∑
k=2

1

k
− 1

n+ 1
≤
∫ n+1

1

1

x
dx ≤ g(n)⇔

g(n)−
(

1 +
1

n+ 1

)
≤ log x|n+1

1 ≤ g(n)⇔

log(n+ 1) ≤ g(n) ≤ log(n+ 1) +

(
1 +

1

n+ 1

)
⇔

log(n+ 1) ≤ g(n) ≤ c log(n+ 1), c > 1⇔
g(n) ∈ Θ(log n)

În plus, grafic funct, ia g(n) (albastru) cu log n (ros,u) respectiv 1.3 log n
(verde), se observă că g(n) ∈ Θ(log n).
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Deci, T (n) = n (2 + g(n)) ∈ Θ(n log n).

2. Găsit, i un algoritm cât mai eficient de rezolvare a problemei. Ce pas, i
act,ionează asupra comutatorului k? Analizat, i complexitatea folosind
notat, ia Theta.
R. Intuitiv e clar că asupra unui bec b act, ionează tot, i pas, ii k care sunt
divizori ai lui b − 1. Dacă T ′(n) este complexitatea noului algoritm,
vrem ca T ′(n) ∈ o(n log n). Ar trebui cumva renunt,at la bucla inte-
rioară while, ceea ce ar putea conduce la T ′(n) ∈ Θ(n), dar asta ar
ı̂nsemna determinarea parităt, ii numărului de divizori al unui număr
ı̂n Θ(1), ceea ce nu este posibil fiindcă determinarea divizorilor implică
obligatoriu o factorizare a numărului ceea ce este de fapt cel put, in la fel
de costisitoare ca Θ(log n). Înseamnă că ar trebui să existe o formulă
care să se bazeze pe faptul că se fac exact n pas, i.
Făcând graficul numărului de becuri rămase aprinse după n pas, i, B(n)
constatăm:

Cu ajutorul acestui grafic, putem observa că B[n] = b
√
nc+(n mod 2).

Comportamentul oscilant dat de factorul n mod 2 apare fiindcă numărarea
becurilor ı̂ncepe de la 1, deci primul comutator va fi act, ionat la fiecare
pas, ceea ce ı̂nseamnă că primul bec depinde exclusiv de numărul de
pas, i. Pentru un număr oarecare m, numărul său de divizori va fi par
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atunci când ∀di, divizori ai lui m, di/m,
m
di
/m s, i ı̂n plus, m

di
6= di. Sin-

gurul caz când asta nu se ı̂ntâmplă sunt pătratele perfecte, m = d2i ,
al căror număr de la 1 la n sigur va fi b

√
nc. Atunci, putem scrie

direct:

return b
√
nc+ (n mod 2)

care are desigur complexitate Θ(1).

4 Se consideră un tablou de n numere reale X[1..n]. Ne interesează să
răspundem la ı̂ntrebări de genul: care este maximul subtabloului X[i..j]?
Practic, va trebui sa gasim un algoritm eficient per ı̂ntrebare. Pentru aceasta
vom ı̂mpărt, i vectorul in n

k
“bucăt, i” de lungime k (eventual cu except, ia ultimei

“bucăt, i”). Pentru fiecare dintre aceste “bucăt, i” vom calcula maximul s, i il
vom retine ı̂ntr-un vector max.

1. Scriet, i ı̂n pseudocod un algoritm eficient care găses,te maximul din sub-
vectorul X[i..j]. Analizat, i complexitatea rezolvării a m ı̂ntrebări, luând
ı̂n calcul s, i construirea lui max.
R. Pentru simplitate, conisderăm indexarea de la 0, cele m ı̂ntrebări
ı̂ntr-o matrice de m linii s, i 2 coloane, Q[0..m−1] s, i punem răspunsurile
ı̂ntr-un vectorAns[0..m−1].

for i = 0→ n
k
− 1 do

max[i] = 0
end for
for i = 0→ n− 1 do

5: if X[i] > max[i/k] then
max[i/k] = X[i]

end if
end for
for q = 0→ m− 1 do

10: l = Q[q][0]/k
r = Q[q][1]/k
Ans[q] = 0
for b = l + 1→ r − 1 do

if max[b] > Ans[q] then
15: Ans[q] = max[b]

end if
end for

6



li = Q[q][0]%k
ri = Q[q][1]%k

20: if li = 0 then
if max[l] > Ans[q] then
Ans[q] = max[l]

end if
else

25: for j = kl + li→ k(l + 1)− 1 do
if max[j] > Ans[q] then
Ans[q] = max[j]

end if
end for

30: end if
if ri = k − 1 then

if max[r] > Ans[q] then
Ans[q] = max[r]

end if
35: else

for j = kr → kr + ri do
if max[j] > Ans[q] then
Ans[q] = max[j]

end if
40: end for

end if
end for

Pentru simplitate presupunem că vectorul init, ial X se poate ı̂mpărt, i
exact ı̂n bucăt, i de câte k elemente. La fiecare ı̂ntrebare, se determină
bucăt, ile cont, inute ı̂n subtabloul X[i..j], bucăt, ile complete putând fi
verificate direct, iar cele (maxim) două bucăt, i de la capete trebuie ve-
rificate element cu element fiindcă s-ar putea ca maximul lor să fie chiar
un element care nu este ı̂n intervalul i..j.
Astfel, rezolvarea unei ı̂ntrebări, ale cărei capete ı̂n vectorul X sunt i
s, i j se face ı̂n (k − i%k) + (j/k − i/k − 1) + (k − j%k) pas, i.

• k − i%k este numărul de elemente care trebuie verificate atunci
când capătul subtabloului se află ı̂n interiorul bucăt, ii i/k, cu pre-
cizarea că ı̂n cazul particular, i%k = 0, verificarea maximului se
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face ı̂ntr-un singur pas, fiindcă bucata este cont, inută complet ı̂n
subtabloul X[i..j].

• (j/k − i/k − 1) este numărul de bucăt, i care sunt cuprinse ı̂n sub-
tablou s, i pentru care se poate verifica direct maximul lor.

În cazul cel mai defavorabil, trebuie verificate n
k
− 2 bucăt, i complet iar

din cele două de la capete trebuie verificate k − 1 elemente. Acest caz
corespunde unui subtablou X[1..n − 1]. Atunci, se verifică T (n, k) =
2k − 2 + n

k
− 2 elemente.

Complexitatea va fi dată de numărul de verificări respectiv atribuiri s, i
per total, ı̂n cazul cel mai defavorabil se vor face τ(n,m, k) = 2n +
mT (n, k) operat, ii. Fiindcă complexitatea depinde de 3 variabile, n, m,
k din care 2 sunt independente, n, m, clasa ı̂n care trebuie ı̂ncadrat
algoritmul depinde de magnitudinea fiecărei variabile.
De exemplu, pentru un număr mare de ı̂ntrebări, m � n, s, i pentru
bucăt, i de dimensiune

√
n, complexitatea ı̂n cazul cel mai defavorabil

va fi Θ(m
√
n), ı̂n timp ce pentru un număr de ı̂ntrebări comparabil

cu numărul de elemente, m ≈ n s, i bucăt, i de dimensiune 1, k = 1,
complexitatea ı̂n acelas, i caz va fi Θ(n2).

2. Cum ar trebui ales k astfel ı̂ncât să se obt, ină o complexitate cât mai
mică?
R. Deoarece numărul de ı̂ntrebări este independent de dimensiunea
bucăt, ilor, va fi suficient să minimizăm funct, ia T (n, k), pentru o valoare
fixată a lui n, T (k) = T (n, k) = 2k − 2 + n

k
− 2. Atunci:

T (k) = 2k +
n

k
− 4⇔ d

dk
[T (k)] = 2− n

k2

Funct, ia T (k) atinge un extrem pentru T ′(k) = 0. Deci:

2− n

k2
= 0⇒ k0 =

√
n

2

Să comparăm T (k0) = T (
√

n
2
) cu T (

√
n) pentru a vedea ce fel de punct

de extrem este k0, de minim sau de maxim. Obt, inem:

T (k0) = 2

√
n

2
+

n√
n
2

− 4 = 2
√

2n− 4

T (
√
n) = 2

√
n+
√
n− 4 = 3

√
n− 4
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S, i cum 2
√

2 < 3⇒ k0 =
√

n
2

este un punct de minim.

5 Intuit, i o solut, ie s, i rezolvat, i prin metoda substitut, iei recurent,a:

T (n) = T
(n

2
+
√
n
)

+ n

R. Vom ı̂ncerca să demonstrăm că T (n) ∈ O(n log n). Astfel, ar trebui să
existe c > 0 s, i un n0 > 0 astfel ı̂ncât ∀n ≥ n0, T (n) ≤ cn log n.
Considerăm ipoteza de induct, ie T (n

2
+
√
n) ∈ O(n log n) cu aceleas, i constante,

deci:

T
(n

2
+
√
n
)
≤ c

(n
2

+
√
n
)

log
(n

2
+
√
n
)
⇔ lim

n→∞

T
(
n
2

+
√
n
)(

n
2

+
√
n
)

log
(
n
2

+
√
n
) ≤ c

Deoarece T (n) = T
(
n
2

+
√
n
)
+n, vrem să demonstrăm că limn→∞

T (n)
n logn

≤ c.
Să explicităm partea din stânga a inegalităt, ii folosind ipoteza de induct, ie:

l = lim
n→∞

T (n)

n log n
= lim

n→∞

T
(
n
2

+
√
n
)

+ n

n log n
=

lim
n→∞

T
(
n
2

+
√
n
)

+ n(
n
2

+
√
n
)

log
(
n
2

+
√
n
) (n2 +

√
n
)

log
(
n
2

+
√
n
)

n log n
=

lim
n→∞

[
T
(
n
2

+
√
n
)(

n
2

+
√
n
)

log
(
n
2

+
√
n
) +

n(
n
2

+
√
n
)

log
(
n
2

+
√
n
)] (n2 +

√
n
)

log
(
n
2

+
√
n
)

n log n

Al doilea termen din paranteza dreaptă va tinde la 0 fiindcă:

lim
n→∞

n(
n
2

+
√
n
)

log
(
n
2

+
√
n
) = lim

n→∞

1(
1
2

+ 1√
n

)
log
(
n
2

+
√
n
) =

lim
n→∞

2

log
(
n
2

+
√
n
) = 0

Se pune deci problema determinării lui:

k = lim
n→∞

(
n
2

+
√
n
)

log
(
n
2

+
√
n
)

n log n
= lim

n→∞

(
1
2

+ 1√
n

)
log
(
n
2

+
√
n
)

log n
=

1

2
lim
n→∞

log
(
n
2

+
√
n
)

log n
=

1

2
lim
n→∞

log
[
n
(

1
2

+ 1√
n

)]
log n

=
1

2
lim
n→∞

log n− log 2

log n
=

1

2

(
1− lim

n→∞

log 2

log n

)
=

1

2
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Atunci, l devine:

l = lim
n→∞

[
T
(
n
2

+
√
n
)(

n
2

+
√
n
)

log
(
n
2

+
√
n
) + 0

]
1

2
≤ c

2
≤ c⇒ lim

n→∞

T (n)

n log n
≤ c⇒

T (n) ∈ O(n log n)

R2. Vom demonstra că T (n) ∈ Θ(n)⇔ T (n) ∈ Ω(n) ∧ T (n) ∈ O(n).

• T (n) ∈ Ω(n): ∃ c, n1 > 0 : T (n) ≥ cn, ∀n ≥ n1. Presupunem T (n
2

+√
n) ∈ Ω(n)⇔ T (n

2
+
√
n) ≥ c

(
n
2

+
√
n
)
. Atunci, T (n) ≥

(
c
2

+ 1
)
n+

c
√
n ≥ cn deoarece pentru c = 1, 1 ≥ −

√
n
2

.

• T (n) ∈ O(n): ∃ d, n2 > 0 : T (n) ≤ dn, ∀n ≥ n2. Presupunem T (n
2

+√
n) ∈ O(n)⇔ T (n

2
+
√
n) ≤ d

(
n
2

+
√
n
)
. Atunci, T (n) ≤

(
d
2

+ 1
)
n+

d
√
n ≤ dn deoarece pentru d > 4, d ≤

(
d
2
− 1
)√

n.

Deci, T (n) ∈ Θ(n).

6 Rezolvat, i următoarele recurent,e:

1. T (n) = T (
√
n) + log n

R. Fie n = 2m. Atunci recurent,a devine:

T (2m) = T (2
m
2 ) +m

Notând T (2m) = S(m), obt, inem:

S(m) = S
(m

2

)
+m

Explicitând S( m
2k

):

S(m) = S
(
m
2

)
+m

S
(
m
2

)
= S

(
m
4

)
+ m

2

S
(
m
4

)
= S

(
m
8

)
+ m

4

S
(
m
8

)
= S

(
m
16

)
+ m

8

...
S
(

m
2blogmc

)
= 1
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Adunând toate relat, iile de mai sus, se reduc termenii de forma S( m
2k

),
k > 0:

S(m) =

blogmc∑
k=0

m

2k
= m

1− 1
2blogmc+1

1− 1
2

= 2m
2m− 1

2m
= 2m− 1

Astfel, deoarece m = logm⇒ T (n) = 2 log n− 1.

2. T (n) = 2T (
√
n) + 1

R. Fie n = 2m. Recurent,a devine:

T (2m) = 2T
(
2

m
2

)
+ 1

Notând S(m) = T (2m) s, i explicitând:

S (m) = 2S
(
m
2

)
+ 1

S
(
m
2

)
= 2S

(
m
4

)
+ 1 ⇔ 2S

(
m
2

)
= 4S

(
m
4

)
+ 21

S
(
m
4

)
= 2S

(
m
8

)
+ 1 ⇔ 4S

(
m
4

)
= 8S

(
m
8

)
+ 22

S
(
m
8

)
= 2S

(
m
16

)
+ 1 ⇔ 8S

(
m
8

)
= 16S

(
m
16

)
+ 23

...
S
(

m
2blogmc

)
= 1 ⇔ 2blogmcS

(
m

2blogmc

)
= 2blogmc

Adunând toate egalităt, ile rezultă că:

S(m) =

blogmc∑
k=0

2k =
2blogmc+1 − 1

2− 1
= 2m− 1⇒ T (n) = 2 log n− 1

7 Fie tipul de date BTree definit prin constructorii:

BTempty: → BTree

BTnode: BTree×T×BTree → BTree

s, i definit, iile:

1. flattenTree(t): BTree → List

(a) flattenTree(BTempty) = []

(b) flattenTree(BTnode(left, i, right)) = flattenTree(left)

++ [i] ++ flattenTree(right)
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2. numBTelem(t): BTree → N

(a) numBTelem(BTempty) = 0

(b) numBTelem(BTnode(left, i, right)) = 1 + numBTelem(left)

+ numBTelem(right)

3. length(l): List → N

(a) length([]) = 0

(b) length(h:t) = 1 + length(t)

S, tiind că avem constructorii [] s, i h:t pentru tipul List s, i că operatorul ++
(concatenarea a două liste) este definit astfel ı̂ncât este adevărat length(l1
++ l2) = length(l1) + length(l2), ∀ l1, l2 ∈ List, demonstrat, i că:

numBTelem(t) = length(flattenTree(t)), ∀ t ∈ BTree

Vom folosi induct, ia structurală pentru a demonstra afirmat, ia de mai sus.
O vom demonstra pentru constructorii nulari ai tipului BTree, mai exact
BTempty (cazul de bază):

• left : numBTelem(BTempty)
2a
= 0

• right : length(flattenTree(BTempty))
1a
= length([])

3a
= 0

Considerăm adevărate ipotezele de inductive numBTelem(left) =

length(flattenTree(left)) s, i numBTelem(right) = length(flattenTree(right))

Pentru pasul de induct, ie vom demonstra că left = right pentru constructorii
din Σ1, adică pentru BTnode:

• left : numBTelem(BTnode(left, i, right))
2b
= 1 + numBTelem(left)

+ numBTelem(right)
Ip. Ind.

= 1 + length(flattenTree(left)) +

length(flattenTree(right))

• right : length(flattenTree(BTNode(left, i, right))
1b
=

length(flattenTree(left) ++ [i] ++ flattenTree(right))
Def. ++

=
length(flattenTree(left)) + length([i] ++ flattenTree(right))
Def. ++

= length(flattenTree(left)) + length([i]) + length(flattenTree(right))
3b
= length(flattenTree(left)) + 1 + length([]) + length(flattenTree(right))
3a
= 1 + length(flattenTree(left)) + length(flattenTree(right))

Deci, left = right, pentru tot, i constructorii tipului BTree, deci propozit, ia este
mereu adevărată.
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8 O expresie aritmetică complet parantezată deste definită ca:

0, 1, x, [e1 + e2], [e1 * e2], [-e2]

2 constructori nulari, 1 constructor extern, s, i 3 constructori interni. Notăm
acest tip de date E s, i definim operatorii:

1. eval(e, n): E×N → N

(a) eval(0, n) = 0

(b) eval(1, n) = 1

(c) eval(x, n) = n

(d) eval([e1 + e2], n) = eval(e1, n) + eval(e2, n)

(e) eval([e1 * e2], n) = eval(e1, n) * eval(e2, n)

(f) eval([-e], n) = -eval(e, n)

2. subst(e, f): E×E → E

(a) subst(0, f) = 0

(b) subst(1, f) = 1

(c) subst(x, f) = f

(d) subst([e1 + e2], f) = [subst(e1, f) + subst(e2, f)]

(e) subst([e1 * e2], f) = [subst(e1, f) * subst(e2, f)]

(f) subst([-e], f) = [-subst(e, f)]

Demonstrat, i prin induct, ie structurală că ∀ e, f ∈ E, n ∈ N, este adevărată
proprietatea:

eval(subst(e, f), n) = eval(e, eval(f, n))

R. Vom demonstra că proprietatea este adevărată fixând f s, i n s, i considerând
diversele posibilităt, i pentru a construi e. Vom demonstra pentru următorii
constructori proprietatea:

1. constructori nulari : 0, deoarece pentru 1 relat, iile sunt identice;

• left : eval(subst(0, f), n)
2a
= eval(0, n)

1a
= = 0

• right : eval(0, eval(f, n))
1a
= 0
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2. constructori externi : x;

• left : eval(subst(x, f), n)
2c
= eval(f, n)

• right : eval(x, eval(f, n))
1c
= eval(f, n)

3. constructori interni : [e1 + e2] (pentru [e1 * e2] relat, iile sunt ana-
loage) s, i pentru [-e].
Presupunem ca ipotezele inductive eval(subst(e1, f), n) = eval(e1,

eval(f, n) s, i eval(subst(e2, f), n) = eval(e2, eval(f, n) sunt
adevărate ı̂n continuare.
e = [e1 + e2]

• left : eval(subst([e1 + e2], f), n)
2d
= eval([subst(e1, f)

+ subst(e2, f)], n)
1d
= eval(subst(e1, f), n) + eval(subst(e2,

f), n)
Ip.Ind.

= eval(e1, eval(f, n)) + eval(e2, eval(f, n))

• right : eval([e1 + e2], eval(f, n))
1d
= eval(e1, eval(f, n))

+ eval(e2, eval(f, n)

e = [-e1]

• left : eval(subst([-e1], f), n)
2f
= eval([-subst(e1, f)], n)

1f
= -eval(subst(e1, f), n)

Ip.ind
= -eval(e1, eval(f, n))

• right : eval([-e1], eval(f, n))
1f
= -eval(e1, eval(f, n))

Astfel, left = right, pentru tot, i constructorii tipului E, deci propozit, ia este
mereu adevărată.

9 Demonstrat, i corectitudinea sortării prin select, ie folosind invariant, i la ci-
clare.
R. Fie algoritmul de sortare prin select, ie de mai jos:

for i = 1→ n do
iMin = i
for j = i+ 1→ n do

if A[j] < A[iMin] then
5: iMin = j

end if
end for
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swap(A[i], A[iMin])
end for

Considerăm invariantul la ciclare I = A[1..i − 1] sortat. În starea init, ială
P : i = 1 ı̂nainte de ı̂nceputul buclei iar ı̂n starea finală, Q : i = n + 1.
Condit, ia care t, ine ı̂n timpul buclei for este C : i ≤ n.

1. init,ializare: P ⇒ I, pentru i = 1, vectorul nu este sortat;

2. ciclu: I : A[1..i− 1] sortat ∧ C : i ≤ n
corpul: ..., swap(A[i], A[iMin]), i = i+1, interschimb minimul secvent,ei
A[i..n] cu A[i−1], rezultând că A[1..i] devine sortat. Adică I : A[1..(i+
1)− 1] t, ine deoarece s, i i este incrementat.

3. terminare: I : A[1..i − 1] sortat ∧ ¬(C : i ≤ n) ⇒ I ∧ Q. Atunci,
rezultă că A[1..n+ 1− 1] este sortat, deci algoritmul este corect.
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